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Rezumat: Lucrarea abordeazd comportarea unui pod realizat din grinzi de beton armat la
actiuni dinamice externe provenite din traficul rutier sau/si miscari seismice. Astfel, se prezintd
modelul rigidului cu sase grade de libertate cu legaturi vdscoelastice triortogonale ce
schematizeaza aparatele de reazem din neopren. Sunt prezentate doud studii de caz ale unor
rigide cu reazeme din neopren §i cu simetrii structurale care modeleazd o structurd de pod din
grinzi de beton armat, pundndu-se in evidenta influenta coeficientilor de elasticitate asupra
formei modurilor proprii de vibratii.

Cuvinte cheie: solid/rigid cu 6 grade de libertate, moduri proprii, vibratii decuplate

Abstract: The paper presents the dynamic analysis of a bridge made of reinforced concrete
beams perturbed by external dynamic actions from road traffic and / or seismic movements. A
6DOF solid/body with triorthogonal viscoelastic bearings schematizing the neoprene support
devices is analyzed. Two case studies of 6DOF rigid-body with neoprene supports and
structural symmetries are presented, these model a bridge structure of reinforced concrete
beams, pointing the influence of stiffness on vibration modes (eigenvalues, eigenfrequencies).
Keywords: 6DOF solid-body, eigenvalues, eigenfrequencies, decoupled vibration

1. INTRODUCERE. MODELAREA SOLIDULUI RIGID 6DOF

Modelul fizic elaborat are la baza ipotezele definitorii ale solidului rigid cu sase grade
de libertate dinamicd cu legaturi elastice triortogonale cu umar finit de reazeme elastice
discrete. Caracteristice inertiale si elastice sunt reprezetate prin parametri masurabili in
functie de structura si configuratia sistemului. Ecuatiile diferentiale de miscare ale vibratiilor
liniare pentru solidul rigid cu legéturi vasco-elastice sunt cuplate elastic si vascos. Sub forma
matriciald acest sistem se scrie [1]:

AG+BG+Cq=T ,
unde A este mattdea de inertie (mase, momente statice, momente de inertie)
B - matricea de disipare vascoasa (de amortizare)
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C - matricea de rigiditate (a elasticitatilor)
q/4q/q - vectorii coordonatelor/vitezelor/acceleratiilor generalizate

J - vectorul fortelor generalizate

Deoarece sistemul (1) este dificil de rezolvat analitic sau folosind formalismul
matricial, se tine seama de anumite anumite conditii geometrice si structurale pentru solidul
rigid ca sistem vibrant, care sa duca la decuplarea sistemului de ecuatii in subsisteme mai
simple si usor de integrat. In plus, se poate considera ca legaturile rigidului sunt elastice sau
cu amortiziri mici, ecuatiile de miscare simplificindu-se prin anularea amortizarilor. In
aceastd ipoteza, sistemul ecuatiilor diferentiale de miscare sub actiunea unor perturbatii
exterioare se simplifica devenind:

4G+ Cq=/ @)

Pentru determinarea modurilor proprii de vibratie se considera solidul rigid
neperturbat; in formalism matricial ecuatia diferentiald de miscare (cu coeficienti matriciali)
este de forma:

Aij+Cq=0 ®)

Daca se considera un sistem de axe central si principal, matricea de inertie devine
diagonala, sistemul de ecuatii diferentiale de miscare raménand cuplat elastic dar se
decupleaza inertial. In acest caz, matricea de inertie este diagonala [2]:

A= DIAG|mmm.Jy.Jy.J ;] (4)
unde m este masa rigidului iar J,., J y si J, sunt momentele de inertie principale.

2. ANALIZA DINAMICA A RIGIDULUI 6 DOF CU SIMETRII
STRUCTURALE

Rigidul este simetric In raport cu distributia masicd, configuratia geometrica si
dispunerea reazemelor elastice triortogonale. Se considera ca solidul rigid are o axa verticala
de simetrie structurald, geometrica si a legaturilor elastice (rezeme neoprenice).

Considerand ca rigidul are »n legaturi triortogonale elastice in punctele
M;(xj,yj.z;) i= I,n de constante elastice (kix:kiy:kiz)’ matricea de rigiditate devine [3],
[4]:
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S ki 0 0 0 S kiyzi 0
0 > ki 0 ~Skiyzi 0 0
0 0 S ki 0 0 0 )
=l v = Skipzi 0 Y (k,-yz,? + ki v? ) 0 0
S kivz; 0 0 0 Y (kile-z + kixzf) 0
0 0 0 0 0 Z(kix vF +kix? )

Sistemul de axe este central si principal, iar ecuatiile diferentiale de miscare sunt
cuplate numai elastic prin intermediul coeficientilor ¢;5 =c5; si ¢y4 = cyp din matricea (5).

In acest caz, sistemul de ecuatii diferentiale ce descriu vibratiile libere este de forma:

mX+XZkix+(pkaixzi =0
mY"'sziy _(szkiyzi =0
mZ+2Y ki, =0

. 2 2 6
Iy =Y 2 kyzi+ (PxZ(kiyZi +kizyi )= 0 ©
Jy®y + X D kixzi + 0y > Wizxi +kixzi |20
. 2 2
J 202 +02 2 Weixyi +hipxi )=0

Din analiza termenilor de cuplaj din sistemul de ecuatii diferentiale (6), se poate
constata o decuplare a miscarilor libere ale rigidului in urmatoarele subsisteme (de miscari
cuplate) [5], [6]:
a)subsistemul (X, y) - alunecarea laterala cuplata cu migcarea de ruliu

{ mX+XZkl'x +(|)y kl'le' =0 ™

) 2 2
JyOy + XD kinzi + 0y > Wkizxf +kizf )= 0

b)subsistemul (Y , P x) - migcarea de avans axial cuplata cu migcarea de tangaj

(8)

mY-i—YZkiy —Qy kiyZi =0
b =YD kiyzi +0x D Vkipzi +kizvi ): 0

c)subsistemul (Z) - miscarea de saltare
mZ+2ZY ki, =0 )

d)subsistemul (¢, ) - miscarea de intoarcere (giratie)

I, + (pZZ(kix VF +hyaf ): 0 (10)
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3. STUDIU DE CAZ - MODURILE PROPRII DE VIBRATIE ALE UNUI POD
RUTIER REALIZAT DIN GRINZI DE BETON ARMAT

3.1.Pod realizat din 20 grinzi din beton armat

Se considera modelul simplificat din figura 1 pentru viaductul modelat ca un rigid si
realizat din 20 de grinzi din beton armat, rezemate individual pe cate 4 reazeme identice din
neopren. Cele 20 de grinzi sunt grupate pe 4 randuri (axa Cx) a cate 5 (axa Cy), solidarizarea
acestora realizdndu-se constructiv prin intermediul unei suprabetonari.

Caracteristicile inertiale si dimensionale ale viaductului si cele de elasticitate pentru
aparatele de reazem din neopren sunt urmatoarele:
mDimensiuni: 2b=200m 2a=132m 2h=3m

mPozitionare aparate de reazem ([m] in sistemul de axe Cxyz) — conf. tabel 1.

Tabelul 1
Pozitionarea aparatelor de reazem din neopren
REAZEME

Xi |yilz|i|xil|lyi|lz|i|xi|yi|lz|i|xi|lyilz|i|xi|Yy]|z
-5,6|-98 |-1,5| 17 |-5,6|-58 |-1,5| 33 |-5,6|-18 |-1,5| 49 |-5,6] 22 |-1,5| 65 |-5,6| 62 |-1,5
-4,31-98|-1,5| 18 |-43|-58 |-1,5| 34 |-4,3|-18|-1,5| 50 |-4,3] 22 |-1,5| 66 |-4,3| 62 |-1,5
-2,31-98|-1,5/19 |-2,3]-58 |-1,5| 35 |-2,3|-18 |-1,5| 51 |-2,3]| 22 |-1,5| 67 |-2,3]| 62 |-1,5
-1 1-98(-1,5/20| -1 |-58|-1,5/36| -1 |-18|-1,5/52 | -1 [22 |-1,5/68 | -1 | 62 |-1,5
1 |-98|-1,5(21 | 1 |-58|-1,5/37 | 1 |[-18]|-1,5{53 | 1 [22[-1,5/69| 1 |62 |-1,5
2,3(-98(-1,5122 23 |-58|-1,5[38 (23 |-18|-1,5]54 (23|22 |-1,5]70 |23]|62]-1,5
43[-98(-1,5/123 143 |-58|-1,5[39 |43 |-18|-1,5]55[43 |22 |-1,5] 71 |43]|62]|-1,5
5,6 |-98|-1,5[24 |5,6]|-58|-1,5| 40 |5,6|-18]|-1,5/56 |5,6]22[-1,5/72|5,6]62|-1,5
-5,61-62|-1,5] 25 |-5,6|-22|-1,5| 41 |-5,6| 18 |-1,5| 57 |-5,6] 58 |-1,5| 73 |-5,6] 98 |-1,5
10 |-43|-62|-1,5|26 |-43|-22|-1,5| 42 |-43| 18 |-1,5| 58 |-4,3| 58 |-1,5]| 74 |-4,3| 98 |-1,5
11 |-23]-62|-1,5| 27 |-2,3|-22|-1,5] 43 [-2,3| 18 |-1,5] 59 [-2,3| 58 |-1,5] 75 |-2,3]| 98 |-1,5
12| -1 |-62|-1,5]28 | -1 |-22|-1,5/44 | -1 | 18 |-1,5] 60 | -1 | 58 |-1,5] 76 | -1 | 98 |-1,5
13| 1 |[-62|-1,5]29 | 1 |-22]-1,5/45| 1 |18 |-1,5|61 | 1 |58 |-1,5| 77| 1 |98 |-1,5
14 |23 |-62|-1,5/30 |23|-22|-1,5/46 |23 |18 |-1,5] 62 |23 |58 |-1,5| 78 [2,3 |98 |-1,5
15 |43 |-62|-1,5] 31 |43 |-22|-1,5/ 47 |43 |18 |-1,5] 63 |43 |58 |-1,5] 79 [43 |98 |-1,5
16 | 5,6 |-62|-1,5] 32 |5,6]-22|-1,5/ 48 | 56| 18 |-1,5] 64 | 5,6 | 58 |-1,5] 80 | 5,6 | 98 |-1,5
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Fig. 1 Modelul simplificat al viaductului cu 20 de grinzi din beton armat
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mCaracteristici inertiale:

m=4x10%kg Jay =Jyz =J g =0
6

Jy = M(zo(ﬂ +3° ): 13,3363 % 10° kgm”
6

Jy = 410 (13,22 +32)= 61,080 % 100 kgm?
6

J, = 4X112 0 (13,22 +200° ): 13,3914 x10° kgm?

mElasticitati:

ki =k, =315x10°N/m =180

kiy =k, =315x10°N/m =180

ki, =k, =650x 105N /m =180

Pulsatiile si frecventele proprii ale vibratiilor necuplate (6DOF) sunt date in tabelul 2.

Tabelul 2
Pulsatiile si frecventele proprii ale vibratiilor necuplate (dupa cele sase “directii”)
Directie X Y Z Oy ¢y ¢
p [rad/s] 7,94 7,94 114,02 117,22 109,35 8,16
f [Hz] 1,26 1,26 18,15 18,66 17,40 1,30

Expresiile numerice ale sistemelor de ecuatii diferentiale scrise in deplasari ale
vibratiilor libere pentru subsistemele decuplate si matricile dinamice corespunzitoare sunt

dupd cum urmeaza:

epentru subsistemul (X , 0 y)

o . . 4X +252X -378¢, =0 [MN]
-ecuatiile diferentiale de miscare .
6108, —378X +730387¢,, =0 [MNm]

X 463X 9450, =0 |n/s?]
By~ 61886 X +11957,8750,, =0 |rad /32]

R —945 52 me?
=71 61886 11957875 mls2 2

sau

-matricea dinamica
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epentru subsistemul (Y ,0 x)

4Y +252Y +378¢,, =0 [MN]

-ecuatiile diferentiale de miscare .
13336,3¢, + 378Y + 1832420009, =0 [MNm]

- Y +63Y + 94,50, =0 [m /s° ]
. +0,028344Y + 137400930, =0 |rad /s ]
S 63 94,5 572 ms?
-matricea dlnamlca Q =
0028344 13740,093 m 152 72

emiscarea decuplata de saltare

-ecuatia de migcare 47 +52000Z =0 [MN] sau  Z+13000Z=0 lm /52 J
emiscarea decuplata de giratie

—ecuatia de miscare 1339146, +891585¢, =0 [MNm] sau &, +66,578%, =0 |rad /s’ ]

In tabelul 3 sunt trecute valorile pulsatiilor si frecventelor proprii ale subsistemelor decuplate,
precum si valorile coeficientilor de distributie p; i=174.

Tabelul 3
Pulsatiile si frecventele proprii ale subsistemelor cu miscari decuplate
Subsistem Pulsatie Frecventa Coeficienti de distributie
(X,(py) p1=794rad /s f1=126Hz uy =-0,0005rad / m
p2=109,35rad /s fr=1740Hz wy =—-125867rad / m
(Y 0 ) p3 =794rad /s f3=126Hz puz =0,0005rad / m
o py=11722rad /s fq4=1822Hz Wy =144736rad /m
(2) ps=pz=11402rad/s | f5=fz =1815Hz -
(0,) P6 = Po, =816rad /s J6 = Jp, =130Hz -

3.2.Tronson de viaduct realizat din 4 grinzi din beton armat (intre doua pile)

Se considera modelul simplificat din figura 2 pentru un tronson al podului rutier situat
intre doua pile ale acestuia (in total, podul este alcatuit din cinci astfel de tronsoane, fiecare
tronson fiind realizat din patru grinzi identice dispuse longitudinal si solidarizate prin
intermediul unei suprabetonari).
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Fig. 2 Modelul simplificat al tronsonului de pod (4 de grinzi din beton armat)

Tabelul 4
Pozitionarea aparatelor de reazem din neopren
REAZEME
i Xi | Vi | % i Xi | Vi | % i Xi | Vi | % i Xi | Vi | %
1 |-56]-18-1,5| 5 1 | -18|-1,5] 9 |-56] 18 |-1,5]| 13 1 18 | -1,5
2 |43 |-18|-15] 6 |23 |-18|-1,5[10 |43 | 18 |-1,5] 14 |23 | 18 |-1,§
3 |[23]-18|-1,5] 7 |43 |-18[-1,5| 11 |23 18 |-1,5]| 15 |43 | 18 |-1,5
4 -1 | -18]-1,5| 8 |56 |-18]-1,5] 12 | -1 18 |-1,5] 16 | 56 | 18 | -1,5

Fiecare grinda este rezemata pe patru aparate de reazem identice din neopren, pozitiile
acestor reazeme fiind date de coordonatele in sistemul Cxyz trecute in tabelul 4.

Expresiile numerice ale sistemelor de ecuatii diferentiale scrise in deplasari ale
vibratiilor libere pentru subsistemele decuplate si matricile dinamice corespunzatoare sunt
dupd cum urmeaza:

epentru subsistemul (X , 0 y)

08X +504X 7569, =0 [MN]

-ecuatiile diferentiale de miscare .
12,216§,, =756 X +146077¢,, =0 [MNm]

K 463X 9450, =0 |n/s?]

sau P
$y —6,1886 X +11957,842¢,, =0 |rad/s ]

. . . 63 -945 52 ms ™2
-matricea dinamica D=
—-6,1886 11957842 m
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epentru subsistemul (Y ,0 x)

0.8Y +504Y +756¢, =0 [MN]

-ecuatiile diferentiale de miscare N
107,266, +75,6Y + 33697100, =0 [MNm]

- Y +63Y +945¢, =0 |m/s’ ]
by +070479Y + 314145219, =0 |rad /s’ ]
. 63 94,5 52 ms?
-matricea dinamica D =
070479 3141452 |m g2 2

emiscarea decuplata de saltare

-ecuatia de miscare  0,8Z+10400Z =0 [MN] sau  Z+13000Z =0 lm /52 J
emiscarea decuplata de giratie

-ecuatia de miscare 118,282, +17036,964¢, =0 [MNm)]
s G, + 14403680, =0 |rad /5]

in tabelul 5 sunt trecute valorile determinate cu relatiile de calcul din §2 pentru
pulsatiile si frecventele proprii ale subsistemelor decuplate, precum si valorile coeficientilor

de distributie p; i=14.

Pulsatiile si frecventele proprii ale subsistemelor cu miscari decuplate

Subsistem Pulsatie Frecventa Coeficienti de distributie
(X,(py) p1=794rad /s f1=126Hz pny =-0,0005rad /m
p2=10935rad /s fr>=1740Hz wy=—-125867rad/m
(v.0,) p3=794rad /s f3=126Hz pn3 =0,0005rad / m
X py=17724rad /s fq4=2821Hz Wy =331757rad /m
(2) ps=pz=11402rad/s | f5=fz7=18,15Hz ]
(¢,) P6 =DPo, =1200rad /s | fs=fo, =191Hz ]
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5. CONCLUZII

semodelarea unui solid rigid cu legaturi elastice sau vasco-elastice cu diverse tipuri de simetrii
conduce la obtinerea unor sisteme de ecuatii diferentiale de miscare decuplate in subsisteme
cu mai putini coeficienti de cuplaj si, deci mai usor de studiat analitic; in acest fel, pot fi puse
in evidentd influentele factorilor dimensionali, inertiali, elastici (eventual si a celor de
amortizare) asupra formelor modurilor proprii de vibratie;

¢daci se poate modela solidul rigid cu simetrii astfel incat miscarile acestuia sa se raporteze la
un sistem de axe central si principal, atunci miscarile acestuia dupa cele sase “directii” ( X,
Y, Z, ¢y, ¢y, ¢,) sunt cuplate numai prin intermediul coeficientilor nediagonali ai

matricii de rigiditate (eventual si prin intermediul amortizarilor dacd sunt semnificative);

¢pentru studiul de caz al celor doud rigide considerate, se poate constata:

-“gruparea” a trei dintre frecventele proprii in zona 1+2,5 Hz, celelalte trei frecvente fiind
mult mai mari decat primele trei §i grupate in intervalul 17+18,5 Hz, in cazul viaductului
construit din 20 de grinzi solidarizate;

-“gruparea” a trei dintre frecventele proprii in zona 1+2 Hz, celelalte trei frecvente fiind mult
mai mari decat primele trei si grupate doua dintre ele in intervalul 17+18,5 Hz, cea de-a treia
fiind mult mai mare in cazul modului de viaduct dintre doua pile (construit din 4 grinzi
solidarizate);

saceasta diferentd mare intre frecventele proprii se poate explica prin diferenta foarte mare
dintre eclasticitatea elementelor de rezemare pe verticala (efort de compresiune) fatd de
elasticitatile In plan orizontal (solicitari de forfecare) — raportul constantelor de elasticitate
este de circa /: 206 ;

#obtinerea unor valori sau foarte mari sau foarte mici ale coeficientilor de distributie conduce
la concluzia cd, In interiorul subsistemelor (X ,Q y) si (Y,9,), miscarile sunt de fapt foarte

slab cuplate; in mod real, se poate considera ca miscarile acestor subsisteme sunt cvasi-
decuplate (aceastd decuplare putand fi observatd si din valorile relativ foarte mici ale
coeficientilor de cuplaj o, oy, B; s1B2).
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