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Rezumat: Ȋn acest articol este prezentat un model cu două grade de libertate al 
membrului inferior uman pentru care se determină ecuaţia diferenţială de mișcare folosind 
ecuaţiile lui Lagrange de speţa a II-a. 

Cuvinte cheie: biomecanică, articulaţie, ecuaţie de mișcare, model, matrice  

 Abstract: This article presents a two-degree model of human lower limb for which 
the differential motion equation is determined using the Lagrange equations of the second 
case. 

 Keywords: biomechanics, joint, motion equation, model, matrix 

 

1. INTRODUCERE 

Forţele care acţionează asupra organismului nostru și mișcările pe care le efectuăm ȋn 
mod obișnuit ȋn viaţa de zi cu zi, la locul de muncă sau ȋn activităţile sportive fac dificilă 
modelarea corpului uman. Mecanica analitică reprezintă un suport neprețuit în rezolvarea 
acestei probleme. Desigur, tehnologia informatică și programele dedicate simulărilor ușurează 
cercetările atât ȋn domeniul modelării biomecanice a organismului uman, cât și în ceea ce 
privește interpretarea rezultatelor. 
 
 

2. MODELAREA BIOMECANICĂ A MEMBRULUI INFERIOR 

Pornind de la studiul mobilității articulare a membrelor inferioare și superioare 
prezentat în [2], am extins modelul biomecanic al sistemului picior-gambă la întregul membru 
inferior. Dacă pentru scopul lucrării amintite, nu era necesar realizarea unui model complet al 
membrului inferior, pentru nivelul următor de cercetare și anume, studiul articulaţiilor cot şi 
genunchi, modelele biomecanice trebuie la rândul lor să devină mai complexe.  
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Masele și poziţia centrului de greutate au fost estimate ȋntr-o primă fază pentru cele 
trei segmente componente – coapsă, gambă și picior – pornind de la masa totală a subiectului 
analizat și dimensiunile segmentelor membrului inferior (prin măsurători antropometrice). [1] 

Ulterior am considerat gamba și piciorul sub forma unei bare articulată la un capăt, 
asamblată cu o altă bară (coapsa), modelul căpătând forma unui pendul fizic dublu (figura 2), 
datele antropometrice fiind prezentate mai jos. 

În lucrarea de față am considerat că asupra modelului acţionează două forţe 
perturbatoare F1 și F2, una asupra coapsei, cealaltă asupra ansamblului gambă-picior. Ȋn 
centrele de greutate ale barelor am poziţionat două perechi de arcuri pentru limitarea 
deplasării modelului și amortizarea vibratiilor. 

 
 

                            
 
 

Figura 1 
 
Masa totală: 54 kg 
Masa coapsei: 5,45 kg 
Masa gambei: 2,91 kg 
Masa piciorului: 1,02 kg 
Masa gambei şi piciorului: 3,93 kg 
Înălțimea coapsei (l1):0,48 m 
Înălțimea gambei: 0,40 m 
Înălțimea piciorului: 0,10 m 
Înălțimea gambei şi piciorului (l2): 0,50 m 
Lungimea piciorului (lp): 0,24 m 
Poziția CG al coapsei (a1): 0,20 m 
Poziția CG al gambei și piciorului (a2): 0,20 m 
 

 A1, A2 – articulaţii 
 CGc – centrul de greutate al coapsei 
 CGgp – centrul de greutate al gambei şi piciorului 
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                                           Figura 2 

 Coordonatele punctului C1 sunt: 

 𝑥ଵ = 𝑎ଵ 𝑠𝑖𝑛𝜃ଵ 

 𝑦ଵ = 𝑎ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ 

Iar coordonatele punctului C2 au forma: 

 𝑥ଶ = 𝑙ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃ଵ + 𝑎ଶ𝑠𝑖𝑛𝜃ଶ 

 𝑦ଶ = 𝑙ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ + 𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠𝜃ଶ  

 
 

3. DETERMINAREA ECUAŢIEI DE MIȘCARE A MODELULUI 
CONSIDERAT 

 Pornind de la ecuaţiile lui Lagrange de speţa a II-a: 
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în care: E este energia cinetică a sistemului, 
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  QiP – forţele restauratoare generalizate, 

  QiF – forţele perturbatoare generalizate, 

 qi – coordonatele generalizate ale sistemului (q1=θ1,  q2=θ2), urmăresc determinarea 
sistemului de ecuaţii diferenţiale de mişcare ale modelului considerat. 

 Energia cinetică a sistemului este: 

 𝐸 = 𝐸ଵ + 𝐸ଶ + 𝐸ଶ         (2) 

unde:  𝐸ଵ =
ଵ

ଶ
𝐽ைଵ�̇�ଵ

ଶ  energia cinetică a corpului 1; 

 𝐸ଶ =
ଵ

ଶ
𝐽ைଶ�̇�ଶ

ଶ energia cinetică a corpului 2; 

 𝐸ଶ =
ଵ

ଶ
𝑚ଶ𝑣ଶ

ଶ   energia cinetică a centrului de masă al corpului 2. 

 Momentele de inerţie pentru corpurile 1 și 2 sunt: 

 𝐽ைଵ =
భభ

మ

ଷ
 

 𝐽ைଶ =
మమ

మ

ଵଶ
 

 Pentru a determina viteza centrului de masă 2 se derivează coordonatele punctului C2: 

 �̇�ଶ = 𝑙ଵ�̇�ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ + 𝑎ଶ�̇�ଶ𝑐𝑜𝑠𝜃ଶ 

 �̇�ଶ = −𝑙ଵ�̇�ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃ଵ − 𝑎ଶ�̇�ଶ𝑠𝑖𝑛𝜃ଶ 

Rezultă: 

 𝑣ଶ
ଶ = �̇�ଶ

ଶ + �̇�ଶ
ଶ = 𝑙ଵ

ଶ�̇�ଵ
ଶ + 𝑎ଶ

ଶ�̇�ଶ
ଶ + 2𝑙ଵ𝑎ଶ�̇�ଵ�̇�ଶcos (𝜃ଶ − 𝜃ଵ) 

 Energia cinetică a sistemului este de forma: 

 𝐸 =
ଵ

ଶ
ቂቀ

భభ
మ

ଷ
+ 𝑚ଶ𝑙ଵ

ଶቁ �̇�ଵ
ଶ + ቀ

మమ
మ

ଵଶ
+ 𝑚ଶ𝑎ଶ

ଶቁ �̇�ଶ
ଶ + 2𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ�̇�ଵ�̇�ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)ቃ (3) 

 𝐸 =
ଵ

ଶ
൫𝑚ଵଵ�̇�ଵ

ଶ + 2𝑚ଵଶ�̇�ଵ 𝑞ଶ̇ + 𝑚ଶଶ�̇�ଶ
ଶ൯       

 Comparând cu forma generală a energiei cinetice din literatura de specialitate [3] se 
pot determina termenii matricei de inerţie: 

 𝑚ଵଵ =
భభ

మ

ଷ
+ 𝑚ଶ𝑙ଵ

ଶ 

 𝑚ଵଶ = 𝑚ଶଵ = 𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ) 

 𝑚ଶଶ =
మమ

మ

ଵଶ
+ 𝑚ଶ𝑎ଶ

ଶ 
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 Matricea de inerţie este: 

 [𝑀] = ቂ
𝑚ଵଵ 𝑚ଵଶ

𝑚ଶଵ 𝑚ଶଶ
ቃ = 

భభ
మ

ଷ
+ 𝑚ଶ𝑙ଵ

ଶ 𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)

𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)
మమ

మ

ଵଶ
+ 𝑚ଶ𝑎ଶ

ଶ
  (4) 

 Următoarea etapă este determinarea energiei potenţiale a sistemului și matricea de 
rigiditate. 

 Energia potenţială a sistemului are forma: 

 𝑉 = 𝑉ଵ + 𝑉ଶ + 2𝑉ଵ + 2𝑉ଶ         (5) 

ȋn care: 𝑉ଵ = 𝑚ଵ𝑔∆ℎଵ     energia potenţială a corpului 1; 

  𝑉ଶ = 𝑚ଶ𝑔∆ℎଶ      energia potenţială a corpului 2; 

  𝑉ଵ =
ଵ

ଶ
𝑘(∆௧

ଶ − ∆ଵ
ଶ )  energia potenţială a arcului 1; 

 𝑉ଶ =
ଵ

ଶ
𝑘(∆௧

ଶ − ∆ଶ
ଶ )   energia potenţială a arcului 2. 

 Se determină deplasările ∆ℎଵ și ∆ℎଶ: 

 ∆ℎଵ = 𝑎ଵ(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ) 

 ∆ℎଶ = 𝑙ଵ(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ)+ 𝑎ଶ(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃ଶ) 

iar energiile 𝑉ଵ și 𝑉ଶ devin: 

 𝑉ଵ = 𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ)      

 𝑉ଶ = 𝑚ଶ𝑔[𝑙ଵ(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ)+ 𝑎ଶ(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃ଶ)]    

 Ţinând seama de faptul că pentru valori mici ale unghiului θ este permisă substituirea  

sin 𝜃 ≈ 𝜃 (ȋn radiani), 1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 ≅
ఏమ

ଶ
  și aplicând formulele binecunoscute din trigonometrie 

rezultă [4]: 

 𝑉ଵ = 𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ
ఏభ

మ

ଶ
              (6) 

 𝑉ଶ = 𝑚ଶ𝑔 ቀ𝑙ଵ
ఏభ

మ

ଶ
+ 𝑎ଶ

ఏమ
మ

ଶ
ቁ    

 Energia potenţială a arcurilor este: 

 𝑉ଵ =
ଵ

ଶ
𝑘ଵ(𝑎ଵ

ଶ𝜃ଵ
ଶ + 2∆ଵ𝑎ଵ𝜃ଵ)       (7) 

 𝑉ଶ =
ଵ

ଶ
𝑘ଶ[(𝑙ଵ𝜃ଵ + 𝑎ଶ𝜃ଶ)ଶ + 2∆ଶ(𝑙ଵ𝜃ଵ + 𝑎ଶ𝜃ଶ)] 

ȋn urma ȋnlocuirii deplasării arcurilor (∆௧= ∆ଵ,ଶ + 𝛿ଵ,ଶ;  𝛿ଵ = 𝑎ଵ𝜃ଵ; 𝛿ଶ = 𝑙ଵ𝜃ଵ + 𝑎ଶ𝜃ଶ). 
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 După introducerea relaţiilor (6) și (7) ȋn (5) se obţine energia potenţială a sistemului 
sub forma: 

𝑉 =
ଵ

ଶ
[(𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ + 𝑚ଶ𝑔𝑙ଵ + 2𝑘ଵ𝑎ଵ

ଶ + 2𝑘ଶ𝑙ଵ
ଶ)𝜃ଵ

ଶ + (𝑚ଶ𝑔𝑎ଶ + 2𝑘ଶ𝑎ଶ
ଶ)𝜃ଶ

ଶ + (4𝑘ଵ∆ଵ𝑎ଵ +

+4𝑘ଶ∆ଶ𝑙ଵ)𝜃ଵ + 4𝑘ଶ∆ଶ𝑎ଶ𝜃ଶ + 4𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝜃ଵ𝜃ଶ]        (8) 

Derivând pe rând relaţia (8) ȋn funcţie de 𝜃ଵ și 𝜃ଶ și aplicând condiţiile iniţiale  𝜃ଵ = 0,     
𝜃ଶ = 0 rezultă că ∆ଵ,ଶ= 0. Deci: 

𝑉 =
ଵ

ଶ
[(𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ + 𝑚ଶ𝑔𝑙ଵ + 2𝑘ଵ𝑎ଵ

ଶ + 2𝑘ଶ𝑙ଵ
ଶ)𝜃ଵ

ଶ + (𝑚ଶ𝑔𝑎ଶ + 2𝑘ଶ𝑎ଶ
ଶ)𝜃ଶ

ଶ + 4𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝜃ଵ𝜃ଶ](9) 

𝑉 =
ଵ

ଶ
(𝑘ଵଵ𝑞ଵ

ଶ + 2𝑘ଵଶ𝑞ଵ𝑞ଶ + 𝑘ଶଶ𝑞ଶ
ଶ)       

 Comparând formula obţinută cu forma generală a energiei potenţiale din literatură [3] 
se pot determina termenii matricei de rigiditate: 

 𝑘ଵଵ = 𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ + 𝑚ଶ𝑔𝑙ଵ + 2𝑘ଵ𝑎ଵ
ଶ + 2𝑘ଶ𝑙ଵ

ଶ 

 𝑘ଵଶ = 𝑘ଶଵ = 2𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ 

 𝑘ଶଶ = 𝑚ଶ𝑔𝑎ଶ + 2𝑘ଶ𝑎ଶ
ଶ 

 Matricea de rigiditate este: 

 [𝐾] = ቈ
𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ + 𝑚ଶ𝑔𝑙ଵ + 2𝑘ଵ𝑎ଵ

ଶ + 2𝑘ଶ𝑙ଵ
ଶ 2𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ

2𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ 𝑚ଶ𝑔𝑎ଶ + 2𝑘ଶ𝑎ଶ
ଶ   (10) 

 Forţele perturbatoare generalizate sunt: 

 𝑄ଵ,ଶி =
ிభ,మఋ௫భ,మ

ఋఏభ,మ
         (11) 

cu  𝛿𝑥ଵ = 𝑎𝛿𝜃ଵ 

 𝛿𝑥ଶ = 𝑙ଶ𝛿𝜃ଶ 

 𝐹ଵ,ଶ = 𝐹ைଵ,ଶ𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

 Matricea forţelor perturbatoare generalizate este: 

 {𝐻} = ൜
𝐹ைଵ𝑎
𝐹ைଶ𝑙ଶ

ൠ          (12) 

 Pentru modelul considerat se obţin ecuaţiile diferențiale ale sistemului mecanic 
considerat sub formă matriceală: 

 [𝑀] ቊ
�̈�ଵ

�̈�ଶ

ቋ + [𝐾] ൜
𝜃ଵ

𝜃ଶ
ൠ = {𝐻}𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 
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భభ
మ

ଷ
+ 𝑚ଶ𝑙ଵ

ଶ 𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)

𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)
మమ

మ

ଵଶ
+ 𝑚ଶ𝑎ଶ

ଶ
 ቊ

�̈�ଵ

�̈�ଶ

ቋ + 

        + ቈ
𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ + 𝑚ଶ𝑔𝑙ଵ + 2𝑘ଵ𝑎ଵ

ଶ + 2𝑘ଶ𝑙ଵ
ଶ 2𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ

2𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ 𝑚ଶ𝑔𝑎ଶ + 2𝑘ଶ𝑎ଶ
ଶ ൜

𝜃ଵ

𝜃ଶ
ൠ = ൜

𝐹ைଵ𝑎
𝐹ைଶ𝑙ଶ

ൠ 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡     (13) 

și sub formă analitică: 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ ቀ

భభ
మ

ଷ
+ 𝑚ଶ𝑙ଵ

ଶቁ 𝜃ଵ̈ + 𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)𝜃ଶ̈ +

+(𝑚ଵ𝑔𝑎ଵ + 𝑚ଶ𝑔𝑙ଵ + 2𝑘ଵ𝑎ଵ
ଶ + 2𝑘ଶ𝑙ଵ

ଶ)𝜃ଵ +
             +2𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝜃ଶ = 𝐹ைଵ𝑎𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡

𝑚ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)𝜃ଵ̈ + ቀ
మమ

మ

ଵଶ
+ 𝑚ଶ𝑎ଶ

ଶቁ 𝜃ଶ̈ +

+2𝑘ଶ𝑙ଵ𝑎ଶ𝜃ଵ + (𝑚ଶ𝑔𝑎ଶ + 2𝑘ଶ𝑎ଶ
ଶ)𝜃ଶ = 𝐹ைଶ𝑙ଶ𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡

    (14) 

 Ținând cont de datele antropometrice, matricele M și K au următoarea formă: 

 [𝑀] = 
1.31 0.37 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)

0.37 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ) 0.23
൨     (15) 

 [𝐾] = ቂ
87.77 19.68
19.68 15.9

ቃ        (16) 

iar matricea forţelor perturbatoare generalizate, pentru valorile 𝐹ଵ = 30 𝑁 respectiv        
𝐹ଶ = 20 𝑁, este: 

 {𝐻} = ቄ
3

10
ቅ          (17) 

 Având ȋn vedere relaţiile (15), (16) și (17), ecuaţiile diferenţiale (13) și (14) vor fi: 

-matriceal: 

 
1.31 0.37 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ)

0.37 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ) 0.23
൨ ቊ

�̈�ଵ

�̈�ଶ

ቋ + 

                                     + ቂ
87.77 19.68
19.68 15.9

ቃ ൜
𝜃ଵ

𝜃ଶ
ൠ = ቄ

3
10

ቅ 𝑠𝑖𝑛30.6𝑡           (18) 

-analitic: 

ቊ
1.31 ∙ 𝜃ଵ̈ + 0.37 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ) ∙ 𝜃ଶ̈ + 87.77 ∙ 𝜃ଵ + 19.68 ∙ 𝜃ଶ = 3 ∙ 𝑠𝑖𝑛30.6𝑡

0.37 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜃ଶ − 𝜃ଵ) ∙ 𝜃ଵ
̈ + 0.23 ∙ 𝜃ଶ̈ + 19.68 ∙ 𝜃ଵ + 15.9 ∙ 𝜃ଶ = 10 ∙ 𝑠𝑖𝑛30.6𝑡

  (19) 
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4. CONCLUZII 

 Se observă că, ecuaţiile de mișcare obţinute corespund vibraţiilor neliniare. Valoarea 
pentru  𝜔 = 30.6 𝑟𝑎𝑑/𝑠  a fost adoptată din experimente anterioare [2] pentru valori ale 
forţelor perturbatoare 𝐹ଵ = 30 𝑁  și   𝐹ଶ = 20 𝑁.  

 Îmi propun ca într-un viitor articol să determin pulsaţiile proprii și modurile proprii de 
vibraţii, în cazul vibrațiilor libere neamortizate pentru sistemul cu două grade de libertate 
considerat. 
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