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PREZENTARE COMPARATIVĂ A UNOR CRITERII INTERACTIVE 
UTILIZATE ÎN MECANICA RUPERII MATERIALELOR 

ANIZOTROPE 
 

A  COMPARATIVE  PRESENTATION  OF  SOME INTERACTIVE  CRITERIA 
USED  IN  THE  MECHANICS  OF  FRACTURING  THE  ANISOTROPIC  

MATERIALS 
 

 

 

 
Abstract. The technical safety of the mechanical structures is ensured by the quality of design, 

manufacturing, operating and exploitation conditions in the design phase. The building 

materials can have accurate or discordant answers, according to their intimate nature, but 

also because of some unwanted differences of the working parameter values, manifested in 

uncontrolled conditions. The isotropic materials are better known, especially the metallic ones, 

compared to the anisotropic or orthotropic. Therefore, to specify the life of the structures, 

more physical models were developed for breaking, of which, herein mentioned, some of the 

most interactive, which were imposed in the industrial practice. It highlights the differences 

between the contents of the corresponding mathematical expressions, which are based on both 

theoretical studies and experiments on representative materials. It is recommended that the use 

of a criterion or another to be adopted only after thorough experimental research, with 

materials tested under working conditions, even excessive ones. 

Keywords: technical safety, interactive criteria 

1. INTRODUCERE  

Siguranţa în exploatare a structurilor mecanice realizate din materiale metalice, în 
general, iar a celor din materiale compozite, în special, este asigurată prin studii aprofundate 
cu caracter teoretic, dar şi experimental. O importanţă deosebită în alegerea şi asigurarea 
practică a marjelor de siguranţă îl joacă şi experienţa acumulată de-a lungul vremurilor, dar şi 
al cercetărilor de laborator, efectuate în condiţii dintre cele mai agresive, previzibile. Este ştiut 
că iniţierea şi propagarea fisurilor în cazul materialelor compozite se deosebesc de 
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Rezumat. Siguranţa  tehnică a  structurilor  mecanice  este  asigurată de  calitatea  activităţii  de 
proiectare, de fabricare şi de exploatare în condiţiile impuse în faza de concepere. Materialele 
de construcţie pot avea răspunsuri fidele sau discordante, în funcţie de natura lor intimă, dar 
şi  din  cauza  unor  diferenţe  nedorite  ale  valorilor   parametrilor  de  lucru,  manifestate  din 
condiţii necontrolate. Materialele izotrope sunt mai bine cunoscute, în special cele metalice, în 
comparaţie cu cele anizotrope sau ortotrope. Ca urmare, pentru precizarea vieţii structurilor 
s-au  elaborat  mai  multe  modele  fizice  pentru  rupere,  dintre  care  în  lucrarea  de  faţă se 
menţionează unele  dintre  cele  interactive,  care  s-au  impus  în practica  industrială.  Se 
reliefează diferenţele  dintre  conţinutul  exprimărilor  matematice  corespunzătoare,  care  au  la 
bază atât  studii  teoretice,  cât şi  experimentări  pe  materiale  reprezentative.  Se  recomandă ca 
folosirea unui criteriu sau altul să se adopte numai după cercetări experimentale minuţioase, 
cu materiale testate în condiţii de lucru, chiar excesive.
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fenomenele remarcate în cazul materialelor metalice. Fenomenologic, ruperea compozitelor 
reprezintă un fenomen complex, influenţat de unele proprietăţi structurale ale materialului, ca 
şi de unele procese de natură mecanică [1]. Ruperea macroscopică a materialului compozit 
este precedată de redistribuirea tensiunilor dezvoltate în structura solicitată mecanic sau 
mecano-termic, urmată de desfăşurarea unui proces complex de deformare.  

Pentru explicarea fenomenului de rupere a materialelor plastice sunt propuse în 
literatura de specialitate unele modele fizice, cu largă aplicabilitate practică, aşa cum arată [2, 
3], de exemplu, respectiv diverse criterii de rupere [2, 4]: al tensiunilor maxime, al 
deformaţiei specifice maxime, polinomiale/tensoriale şi interactive. 

În cele ce urmează se face o expunere a unor expresii caracteristice criteriilor interactive, 
caz în care ruperea se produce atunci când este satisfăcută o formulă cuadratică/pătratică a 
tensiunilor, prezicând numai momentul ruperii, nu şi modul în care se desfăşoară aceasta (nu 
sunt descrise mecanismele de rupere). 
 

2. EXPRIMĂRI  ALE  UNOR  CRITERII  INTERACTIVE  DE  RUPERE 

2. 1. Criteriul Hill R. – 1 (1948). 

Exprimarea matematică are în vedere lucrarea publicată în “Proceedings of the Royal 
Society of London, Series A, Mathematical and Physical Sciences, 193, Issue 1033, 1948, p. 
281 – 297” şi se prezintă sub forma [5 - 12]: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 3 3 1 1 2i j

f F G Hσ σ σ σ σ σ σ= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − +  

2 2 2
2 3 3 1 1 2 1,L M Nτ τ τ+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ≤                                                     (1) 

pentru materiale anizotrope şi solicitare spaţială, astfel încât parametri , , H, L, M, NF G  pot 
fi evaluaţi cu egalităţile următoare, acceptând aceleaşi valori ale curgerii la întindere şi la 
comprimare [5, 6,  10 - 13]: 

2 2 2

1 1 1 1
;

2
F

Y Z X

 
= ⋅ + − 

 
 

2 2 2

1 1 1 1
;

2
G

Z X Y

 
= ⋅ + − 

 
                             (2) 

2 2 2

1 1 1 1
;

2
H

X Y Z

 
= ⋅ + − 

 
  

2

1
;

2
L

Q
=

⋅
 

2

1
;

2
M

R
=

⋅
   

2

1
.

2
N

S
=

⋅
                   (3) 

Se remarcă egalităţile [5, 6, 11 - 33]: 

( ) 2 1;G H X+ ⋅ =  ( ) 2 1;F H Y+ ⋅ = ( ) 2 1.F G Z+ ⋅ =                    (4) 

Pentru 1F G H= = =  şi 3L M N= = = , egalitatea (18) coincide cu criteriul Huber 

– Mises – Hencky [10]. 
Acceptând direcţiile principale ale tensiunilor normale (tensiunile de forfecare fiind nule) 

se deduce inegalitatea:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 3 3 1 1 2 1.

i j
f F G Hσ σ σ σ σ σ σ= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − ≤              (5) 

În cazul stării plane de tensiuni, 3 1 2 2 3 0 ;σ τ τ= = =  1 0 ;σ ≠  2 0 ;σ ≠ 1 2 0 ,τ ≠ astfel 

încât inegalitatea (6), pentru stare generală de solicitare, se metamorfozează în [5]: 
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2 2 2
1 2 1 2 1 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
1.

2X Y X Y Z S
σ σ σ σ τ

 
⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ + ⋅ ≤ 

⋅ 
               (6) 

Pentru un laminat sau o lamină armată longitudinal cu fibre, pentru care sunt cunoscute 
valorile coeficientului Lankford (Lankford W. T., Snyder S. C., Bausher J. A., New criteria 
for predicting the press performance of deep drawing sheets, Transactions ASM, 42, 1950, p. 
1197 – 1205) pe direcţia longitudinală (de laminare sau de armare) LR  şi cea transversală 

TR , criteriul de siguranţă la deteriorare se poate scrie [11]: 

( )
( )
( )

2 2
1 2 1 22

1 21
1,

11

L T L

i j

LT L

R R R
f

X RR R
σ σ σ σ σ

 ⋅ + ⋅
 = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ≤

+⋅ +  
                   (7) 

sau, pentru izotropia transversală ( L TR R R= = ): 

( ) ( ) ( ){ }2 2 2
1 2 1 21 2 1 1.i jf X R Rσ σ σ σ σ= ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ ≤                           (8) 

În lucrarea [14] este redată următoare inegalitate pentru starea plană de tensiuni: 

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
1 2 1 2

2
4 5 2

1 2

2

111
1 ,

2 1
            

1

L T L

LT L

i j

L T

T L

R R R

RR R

f
X R R R

R R

σ σ σ σ

σ

τ

+ ⋅ 
+ ⋅ − ⋅ ⋅ + 

+⋅ + 
= ⋅ ≤ 

⋅ + ⋅ + 
+ ⋅ ⋅ + 

                            (9) 

în care 4 5R  reprezintă coeficientul Lankford pentru caracteristicile materialului epruvetei 

extrase după o direcţie situată la 45 0 în raport cu direcţia de laminare/armare [11]. 

Notă:  Coeficientul Lankford este definit ca măsură a anizotropiei plastice; este folosit pe 
scară largă ca indicator al deformabilităţii foilor de oţel recristalizat, cu conţinut redus de carbon [11]. 
Exprimarea matematică a acestui coeficient se poate preciza sub formele generale [5, 11, 14]: 

( ) ( )2 3 0 0
p p

R l n s s l n t tε ε= =        -  în cazul anizotropiei uni-axiale; 

sau, având în vedere invarianţa volumului ( 1 2 3 0p p pε ε ε+ + = ), pentru anizotropia bi-axială:   

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 0 0 0 ,p p p
R l n s s l n l s l sε ε ε= − + =   ⋅ ⋅   

unde 0 ,l l  reprezintă lungimea iniţială şi cea finală (după testare) a epruvetei experimentale;  

0 ,s s − lăţimea iniţială  şi cea finală a epruvetei; 0 ,t t − grosimea iniţială şi finală a epruvetei; 

2 3,p pε ε −  deformaţii specifice liniare produse în lungul axei transversale pe direcţia de 
laminare/armare şi normala la planul foliei/tablei/stratificatului, în domeniul plastic de solicitare [5, 
11 ]. 

2. 2. Criteriul Gotoh  M. (1977). 

 Pentru materiale ortotrope, criteriul se prezintă sub forma [15]: 
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( )

4 3 2 2 3 4
1 2 1 2 3 1 2 4 1 2 5 2 4

2 2 2 4
6 1 7 1 2 8 2 1 2 9 1 2

1.
     

c

A A A A

A A A A

σ σ σ σ σ σ σ σ
σ

σ σ σ σ τ τ

 + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +
= 

+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅  
                   (10) 

2. 3. Criteriul Hill R. – 2 (1979). 

Formularea criteriului este prezentă în lucrarea publicată în  „Mathematical Proceedings 
of the Cambridge Philosophical Society, 85, nr. 1, 1979, p. 179 – 191”, şi reprezintă o 
generalizare a criteriului Hill R. – 1, scrisă sub forma [5, 11 ]: 

( )

2 3 3 1 1 2

1 2 3 2 3 1

3 1 2

2 2 1 ,

                         2

m m m

m m m

i j c

m

F G H

f L M

N

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ

 ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − +
 
 = + ⋅ ⋅ − − + ⋅ ⋅ − − + ≤
 
 + ⋅ ⋅ − − 

        

(11) 

cu aceleaşi observaţii privind factorii , , H, L, M, NF G - constante de material, iar 1m 〉 , 
rezultând o suprafaţă convexă care leagă tensiunile normale după direcţiile principale de 
anizotropie [11]; 

cσ −  limita de curgere la solicitare biaxială de întindere. 
Pentru materiale cu izotropie transversală, cu simetrie în direcţiile 1 şi 2 (planul 1 – 

2), când se consideră F G=  şi L M= , inegalitatea (23) se modifică corespunzător [11]: 

( )

2 3 3 1 1 2

1 2 3 2 3 1

3 1 2

2 2 1.

                         2

m m m

m m m

i j c

m

F H

f L

N

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ

  ⋅ − + − + ⋅ − +  
  = + ⋅ ⋅ − − + ⋅ − − + ≤  
 

+ ⋅ ⋅ − − 
 

        

(12) 

Lucrarea [14], pentru starea plană de solicitare ( 3 0σ = ),   ( 0F G L M= = = = ),  
prezintă inegalitatea: 

( ) 1 2 1 2 1 ,m m m

i j cf H Nσ σ σ σ σ σ = ⋅ − + ⋅ + ≤                          (13) 

unde se iau în consideraţie următoarele egalităţi dependende de valoarea coeficientului 

Lankford [14]: 

( ) ( )1 2 2 1 ;H R R= + ⋅ ⋅ +    ( )1 .N R R R= ⋅ +                             (14) 

În cazul unei solicitări uniaxiale de întindere ( 1 2 30 ; 0σ σ σ〉 = = ), expresia 
coeficientului Lankford se scrie sub forma [11]: 

( ) ( )1 12 2 2 1 2 .m m
R L N H L N F

− −   = + ⋅ − + − ⋅ + ⋅ +                    (15) 

Chu E. (Journal of Materials Processing Technology, 50, 1995, p. 207 – 215) [11] face 
următoarele partcularizări: 

Cazul I:  0 ;L =  0 ;H =  

( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 1 2 1.m m m m

cR R Rσ σ σ σ σ + ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ + ≤               (16) 
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Cazul II:  0 ;N =  0 ;F =  

( ) ( )

( ) ( )1
1 2

1

1 2 2 1

2 1 21
1.

1 2 1       2 2

m m

m

cm m m

R R

R

σ σ
σ

σ σ σ σ

−

−

  ⋅ − + + ⋅ − −  
⋅ ≤ 

− ⋅ + − ⋅ − − ⋅ −  

           

(17) 

Cazul III:  0 ;N =  0 ;H =  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1
1 2

1

1 2 2 1

2 1 21
1.

2 2 1        + R 2 2

m m m

m

cm m m

R R

R

σ σ
σ

σ σ σ σ

−

−

  ⋅ − + + ⋅ − +  
⋅ ≤ 

+ ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ −  

   

(18)  

Cazul IV:  0 ;L =  0 ;F =  

( )
( ) 1 2 1 2

1
1 2 1.

2 1
m m m

cR
R

σ σ σ σ σ ⋅ + ⋅ ⋅ − + + ≤ ⋅ +
                        (19) 

Cazul V:  0 ;L =  0 ;N =  

1 2 1 2

1
1.

1
m m m m

cR
R

σ σ σ σ σ ⋅ + + ⋅ − ≤ +
                                  (20) 

Notă: Avantajele şi dezavantajele caracteristice criteriului  Hill  R. – 2 (1979) sunt 
precizate în lucrarea [5], conform articolelor: Bishop J. F. W., Hill R., Philosophical Magazine, 42, 
1951, p. 414 – 427; Woodthrope  J., Pearce  R., International Journal of Mechanical Sciences, 12, 
1970, p. 341 – 347; Lian J., Zhou D., Baudelet B., International Journal of Mechanical Sciences, 31, 
1989, p. 237 – 247. 

2. 4. Criteriul Hill R. – 3 (1990). 

Se are în vedere lucrarea publicată în “Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 
38, 1990, p. 405 – 417” şi are exprimarea [5, 16]:   

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 2

2 12 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

4
2 1 ,

2 2

m m m m

c b
m

c bm

a b

σ σ σ τ σ σ τ
σ

σ σ τ σ σ
−

  + + ⋅ − + ⋅ +  
⋅ = 

+ + + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ −  

            (21) 

în care c bσ  reprezintă limita de curgere biaxială; τ −  limita de curgere pură 

( )1 2σ σ= −  ; ,a b  - constante de material ale căror valori pot fi stabilite cu egalităţi de 

genul [5]: 

 ( ) ( ) ;a F G F G= − +  ( ) ( )4 2 ,b F G H N F G= + + ⋅ − ⋅ +               (22) 

unde se au în vedere expresiile (2) – (3) ; m −  exponent evaluat prin luarea ăn consideraţie 
unele caracteristici mecanice ale materialului şi a coeficentului Lankford [5]:  

( ){ } ( )4 5 4 52 1 2 c bm l n R l n σ σ = ⋅ + ⋅  ,                               (23)  
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cu rezistenţa materualului epruvetei stabilită pe direcţia de 04 5  în raport cu direcţia de 
laminare/armare.  

2. 5. Criteriul Montheillet  F. - Jinas  J. J. - Benferrah  M. [1991]. 

Prin conţinutul său, criteriul caută să descrie “anomaliile” caracteristice unor materiale 
policristaline, sub forma [15]: 

( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 22 1.m m m m

cf c hc nα σ α σ σ σ τ σ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − + ⋅ ⋅ =                  

(24) 

2. 6. Criteriul Hill R. – 4 (1993). 

 Se are în vedere lucrarea publicată în „International Journal of Mechanical Sciences, 15, 
1993, p. 19 – 25”, criteriul exprimându-se prin următoarea formulă [5, 11, 14]: 

( )

2 2

1 2 1 2 1 2 1 ,
c L c T c c L c T

p q
p q c

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

     ⋅ + ⋅ ⋅
+ + + − − ⋅ ≤         ⋅    

                      (25) 

unde s-au folosit notaţiile: ,c L c Tσ σ −  limita de curgere a materialului în direcţia de 

laminare/armare, respectiv în direcţie transversală (la limită se pot folosi: 
;c L c TX Yσ σ= = ), , ,p q c  parametri de material care au relaţiile de calcul [5, 11, 14]:  

( )
( ) ( )2 2

2 2
;

1 1
L c c T T c

L c L T c T c L

R R c
p d

R R

σ σ σ

σ σ σ

 ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
 = − + ⋅

+ ⋅ + ⋅  
                                       (26) 

 
( )

( ) ( )2 2

2 2
;

1 1
T c c L L c

T c T L c L c T

R R c
q d

R R

σ σ σ

σ σ σ

 ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
 = − + ⋅

+ ⋅ + ⋅  
                                        (27) 

2
;c L c T c L c T

c T c L c

c
σ σ σ σ

σ σ σ

⋅
= + −  

1

1 1 1
.

c L c T c L

d
σ σ σ

−

 
= + −  
 

                            (28) 

2. 7. Criteriul Tsai  S. W. – Hill R. 

A fost propus în urma testării foliilor metalice laminate într-o singură direcţie [16] şi 
reprezintă o generalizare a criteriului Huber - Mises - Hencky  pentru materiale ortotrope. 
Este unul dintre cele mai folosite în practică. Are la bază următoarea egalitate, la limita 
siguranţei tehnice [2 , 3, 17 - 19]: 

22 2

31 2
1 2 2 32 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

X Y Z X Y Z Y Z X

σσ σ
σ σ σ σ

       
+ + − + − ⋅ ⋅ − + − ⋅ ⋅ −        

         
     

2 2 2

1 2 2 3 3 1
3 12 2 2

1 1 1
1.

X Z Y S Q R

τ τ τ
σ σ

       
− + − ⋅ ⋅ + + + =       

      
                         (29) 

Dacă 3 2 3 3 1 0σ τ τ= = = , pentru starea plană de tensiuni, egalitatea (6) devine [3, 

16, 17, 19, 20]: 
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22 2
3 11 2

1 22 2 2

1 1 1
1,

X Y X Y Z R

τσ σ
σ σ

      
+ − + − ⋅ ⋅ + =      

      
                      (30) 

respectiv, în cazul izotropiei transversale ( Y Z= ), cu X  şi Y  având aceleaşi valori la 
întindere/tracţiune şi la comprimare [2, 3, 16, 21, 22]: 

( ) ( ) ( )
22 2 2

1 2 1 2 3 1 1.X Y X Rσ σ σ σ τ+ − ⋅ + =                                   (31) 

►▼◄ 

Lucrarea [17] prezintă factorul care multiplică produsul ( )1 2σ σ⋅  din egalitatea (30) 

sub următoarea formă: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 ,x y x y x y x y y x x yK E E E Eν ν ν ν  = ⋅ + + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +    
            

(32) 
în care ,x yE E  reprezintă modulele de elasticitate longitudinală ale unui compozit în lungul 

axelor O x  şi O y  ale sistemului de referinţă, respectiv ,x y y xν ν  coeficienţii contracţiei 

transversale , aflaţi în corespondenţa: .x y x y x yE Eν ν⋅ = ⋅   

Notă: În cazul considerării unei solicitări bi-axiale cu tensiuni normale ( 3 0σ =  ), lucrarea [30] 
prezintă următoare exprimare a criteriului Tsai  S. W. – Hill R.: 

2 2 22 2
1 2 2 3 3 1 21 2 1 2

2
1,sc

X Y X S Q R

τ τ τσ σ σ σ      ⋅    + − + + + ⋅ =        
          

                        (33) 

unde 
sc  reprezintă un coeficient de siguranţă, cu valoare supraunitară, calculat cu expresia: 

2 2 22 2
1 2 2 3 3 11 2 1 2

21 .sc
X Y X S Q R

τ τ τσ σ σ σ      ⋅   
= + − + + +        

         
                          (34) 

Pentru starea plană bi-axială de solicitare în cazul lemnului, ca material ortotrop, lucrarea [23] 
prezintă forma: 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 1 2 1.X Y Sσ σ τ+ + =                             (35) 

În cazul unei solicitări uni-axiale de întindere cu tensiunea 1σ  în lungul unei direcţii înclinate 

cu unghiul θ  faţă de cea principală, când se consideră 1 1 l i mσ σ∗
=  se deduce din (34): 

( )4 2 4 2 2 2 2 0,5
1 T Tc X s Y c s Sσ
∗ −

= + + ⋅ ,                                               (36) 

unde s-au avut în vedere corelările:  2
1 1 ;cσ σ ∗

= ⋅  2
2 1 ;sσ σ ∗

= ⋅  1 2 1 .c sτ σ ∗
= ⋅ ⋅  

Atunci când fibrele sunt poziţionate sub unghiul θ , în lungul axei O x , în raport cu axa 
1O , pentru o lamină solicitată uni-axial în lungul axei 1, tensiunile normale şi cea de 

forfecare se transformă, ţinând seama de corelările adecvate [3, 16, 21, 23 ]:  
2

1 ;cσ σ= ⋅  2
2 ;sσ σ= ⋅ 1 2 ,s cτ σ= − ⋅ ⋅                                       (37) 

319 



Radu  I.  IATAN,  Pavel  Gh. FLORESCU 

unde ,c c o s s s i nθ θ= =  .  

În această stare ecuaţia criteriului Tsai  S. W. – Hill R. capătă forma [21]: 

( ) ( )4 2 2 2 2 2 4 2 2
11 1 1 .c X S X c s s Y σ+ − ⋅ ⋅ + =                                   (38)  

În egalităţile anterioare nu se poate face distincţie între comportările materialului la întindere şi 
la comprimare. Tensiunile limită pentru cele două tipuri de solicitări, totuşi, sunt diferite pentru 
cele mai multe materiale compozite.  

Notă: În egalităţile anterioare se va ţine seama de tipul de solicitare, introducându-se, în acest fel, 
valorile adecvate ale tensiunilor limită, cu semnele lor algebrice.  

2. 8. Criteriul Hoffman O. (1967). 

Reprezintă o generalizare a criteriului Hill R., considerând rezistenţe/tensiuni diferite la 
întindere şi la comprimare, scris sub forma [2, 9, 21, 24 - 26 ]: 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 2 3 3 3 1 4 1

2 2 2
5 2 6 3 7 1 2 8 2 3 9 3 1      1 ,

H H H H

H H H H H

σ σ σ σ σ σ σ

σ σ τ τ τ

⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
                 (39) 

în structura căreia se remarcă prezenţa a nouă constante ( )1... 9iH i =  şi valori diferite ale 

tensiunilor de rupere la tracţiune şi comprimare. Evaluarea factorilor 
iH  se poate face printr-

o încercare la tracţiune uni-axială şi una la comprimare, respectiv trei teste de forfecare  [21, 
27]. 

Lucrarea [24] prezintă următoarele expresii pentru factorii 
iH : 

1

1 1 1 1
;

2 T C T C T C

H
X X Y Y Z Z

 
= ⋅ + − 

⋅ ⋅ ⋅ 
 4 ;T C

T C

X X
H

X X

−
= −

⋅
7 2

1
;H

S
=               (40) 

2

1 1 1 1
;

2 T C T C T C

H
Z Z Y Y X X

 
= ⋅ + − 

⋅ ⋅ ⋅ 
 5 ;T C

T C

Y Y
H

Y Y

−
= −

⋅
8 8

1
;H

Q
=                  (41) 

3

1 1 1 1
;

2 T C T C T C

H
X X Z Z Y Y

 
= ⋅ + − 

⋅ ⋅ ⋅ 
 6 ;T C

T C

Z Z
H

Z Z

−
= −

⋅
9 2

1
.H

R
=                  (42) 

În cazul general în care 
1 2 3 7 8 9 ,H H H H H H= = = = =  respectiv 

4 5 6 0H H H= = = , criteriul lui Hoffmann O. se prezintă sub forma unui paraboloid 
eliptic [24]. 

Pentru un material ortotrop, sub acţiunea unei stări plane de tensiuni, 
( 3 1 3 2 3 0τ τ σ= = = ) exprimarea arată astfel [2, 21, 36]: 

( )
22

1 21 1 2 2
1 2 1.C T C T

T C T C T C T C

X X Y Y

X X Y Y X X Y Y S

τσ σ σ σ
σ σ

⋅ −  − −
+ + ⋅ + ⋅ + = 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
       (43) 

Tensiunea maximă de încărcare a laminei, pentru ca cedarea să nu se producă în cazul unei 
stări plane de solicitare uni-axială, se scrie sub forma [28]: 

320 



Prezentare comparativă a unor criterii interactive utilizate în  
mecanica ruperii materialelor anizotrope 

 

,x T TX Y S M N Pσ ≤ ⋅ ⋅ + +                                                (44) 
cu: 

( )2 2 2 2 2 4 ;
T T T

M r X r Y Y S c= ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅  ( )2 2 2 2 2 4 ;
T T T

N r Y r Y X S s= ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅                (45) 

( ) ( )2 2 2 2 2 21 ,
T T

P Y r X S c s= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅                                               (46) 

unde este prezent raportul r , pentru solicitarea biaxială de întindere. Pentru comprimare se 
înlocuiesc rezistenţele ,T TX Y  cu cele corespunzătoare cazului, ,C CX Y  . 

În cazul unei solicitări uniaxiale, de comprimare sau de întindere, păstrându-se notaţiile 
cunoscute se are în vedere expresia [21]: 

( )2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2
.T T

x

T T T T

X Y S

X S s Y S c Y X S c s
σ

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅
                       (47) 

 

Notă: În expresiile corespunzătoare, tensiunile de întindere sunt pozitive, iar cele de comprimare, 
negative. 

2. 9. Criteriul Franklin H. G. (1968). 

Acesta modifică criteriul lui Marin J.  (1957), pentru diminuarea limitării acestuia. 
Teoria de rupere, general valabilă în proiectare, trebuie să includă efectele comportării 
neliniare, atunci când aceasta se produce, ca şi efectele cauzate de diferenţa dintre rezistenţa 
la tracţiune/întindere şi cea la comprimare. Ca urmare, se scrie [2]:  

2 2
1 1 2 1 2 3 2 4 1 5 2 6 1 2 1,F F F F F FK K K K K Kσ σ σ σ σ σ τ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =            (48) 

unde  factorii 1 FK  şi 4 FK  sunt determinaţi în urma unor încercări monoaxiale pe prima 

direcţie de ortotropie ( )1 2;C TX Xσ σ= = , în timp ce 3 FK  şi 5 FK  se determină prin 

încercări monoaxiale pe a dous direcţie de ortotropie, respective o încercare de forfecare 

( )1 2 .Sτ =  Acest criteriu pare mai precis, comparativ cu alte criterii, însă din cauza lui 

2 FK  prezintă înconvenientul cerinţei de realizare a unei încercări biaxiale pentru 

determinarea valorii sale [2].  

2. 10. Criteriul   Hashin  Z. – Rotem  A. A. (1973) [11] 

Se face distincţie între deficitul de fibre sau de matrice. 

- Deteriorarea fibrelor la întindere ( )1 0σ 〉  se consideră a se produce la 

1 TXσ = sau la comprimare/compresiune  ( )1 0σ 〈 , dacă ( )1 .CXσ− =  

Notă: În lucrările [15, 22] se precizează următoarea egalitate pentru cazul evitării deteriorării 
fibrelor solicitate la întindere (Hashin Z. – 1980): 

( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 1 3 1TX Sσ τ τ + + ≤      sau  1 TXσ = ,                   (49) 

în timp ce în cazul comprimării fibrelor [28]: 
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2 2
1 1.CXσ ≤                                                              (50) 

Lucrarea [34] expune forma următoare pentru cazul rvitării deteriorării fibrelor: 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 1 3 1TX S Rσ τ τ+ + ≤  ,                                       (51) 

astfel încât pentru S R=  se stabileşte exprimarea (49). 

- Deteriorarea matricei la întindere ( )2 0σ 〉 se produce când [21, 25, 28, 29]: 

( ) ( )2 2
2 1 2 1.

T
Y Sσ τ+ =                                                           (52) 

-  Deteriorarea matricei la comprimare/compresiune ( )2 0σ 〈 se produce când [21, 

29]: 

( ) ( )2 2
2 1 2 1.

C
Y Sσ τ+ =                                                         (53) 

Notă: În lucrările [30, 31] se prezintă următoarele exprimări pentru funcţiile care definesc: 

Deteriorarea fibrelor la întindere se poate produce atunci când [30]:  

( ) ( )
22

1 1 2 1;T

f TF X Sσ α τ= + ⋅ =                                                    (54) 

Observaţie: Factorul 0 ,α =  conform Hashin Z. – Rotem  A. A. (1973), respectiv  

1,α = conform Hashin Z. (1980) [25, 30, 31]. 

Deteriorarea fibrelor la comprimare se poate produce atunci când [28, 30, 31]:  

( ) 2
1 1;T

f CF Xσ= =                                                                     (55) 

Deteriorarea matricei la întindere se poate produce atunci când [30, 31]:  

( ) ( )
22

2 1 2 1;T

m TF Y Sσ τ= + =                                                   (56) 

Deteriorarea matricei la comprimare se poate produce atunci când [25, 30, 31]:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 1 24 4 1 1.C

m T C T CF S Y S Y Sσ σ τ = + − ⋅ + =                      (57) 

Observaţie: În egalităţile anterioare 
TS  reprezintă tensiunea de forfecare transversală, ca 

valoare maximă, pe care o poate atinge tensiunea 2 3τ . Pentru celelalte tensiuni 1 2 1 3,τ τ  valoarea 

limită la forfecare se va considera .S   

Hashin  Z. (1980) [21] a încercat dezvoltarea criteriului de mai sus şi în cazul 
tridimensional, cu dificultatea stabilirii unui plan de cedare. Ca urmare, a păstrat contribuţia 
cuadratică a tensiunilor şi a admis ipoteza că orice plan de cedare posibilă este situate parallel 
cu fibrele, astfel încât tensiunea 1σ  nu intervine în calcul.  Noile expresii au formele [21, 29]:  

- Deteriorarea matricei la întindere ( )2 3 0σ σ+ 〉   se produce când [21, 29]: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1.

T T
Y S Sσ σ τ σ σ τ τ+ + − ⋅ + + =                        (58) 
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-    Deteriorarea matricei la comprimare ( )2 3 0σ σ+ 〈   se produce când [18, 21, 29]: 

 

( ) ( )
2 2

2 2 2 22 3 2 3
2 3 2 3 1 2 1 32 2

1 1
1 1.

2 2
C

C T T T

Y

Y S S S S

σ σ σ σ
τ σ σ τ τ

    + +
 ⋅ − + + ⋅ − ⋅ + ⋅ + =   

⋅ ⋅     
   (59) 

Pentru cedarea matricei la comprimare, termenul liniar este menţinut, impunându-se 
condiţia ca materialul  să cedeze sub presiune izotropică ( )2 3σ σ σ= = − , aceasta putând 

atinge valori mult mai mari decât rezistenţa la rupere prin comprimare uniaxială, .CY  

Influenţa prezenţei acestui termen nu este încă clară în privinţa posibilităţii de a prezice alte 
tipuri de rupere [21].  În egalităţile (58) şi (59), 

TS  reprezintă rezistenţa la forfecare 

transversală, ca valoare maximă pe care o poate atinge tensiunea 2 3.τ  Pentru tensiunile 1 2τ  

şi 1 3τ  valoarea limită a rezistenţei la forfecare este S  [21]. 

Notă: Lucrarea [18], nefăcând diferenţierea între tensiunile 
TS  şi S  - aşa cum s-a menţionate 

anterior - , prezintă următoarele exprimări: 

- Deteriorarea matricei la întindere ( )2 3 0σ σ + 〉   se produce când: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1.TY R Sσ σ τ σ σ τ τ +  + − ⋅ + + =                        (60) 

- Deteriorarea matricei la comprimare ( )2 3 0σ σ + 〈   se produce când [18, 29]: 

2 2 2 2 2
2 3 2 3 1 2 1 32 3 2 3

2 2
1 1.

2 2
C

C

Y

Y R R R S

τ σ σ τ τσ σ σ σ  − ⋅ ++ +   
⋅ − + + + =    

⋅ ⋅     
                      (61) 

2. 11. Criteriul Brewer C. J. – Lagace A. P. (1988) [32]. 

 În cazul unor stratificate, delaminarea se poate produce atunci când: 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 3 2 3 3 1

T
Q R Zτ τ σ+ + =  , dacă 3 0 ,σ ≥                          (62) 

respectiv: 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 3 2 3 3 1

T
Q R Zτ τ σ+ + =  , dacă  3 0 .σ ≤                         (63) 

Notă: Criteriul este susţinut şi de Sun T. C. – Zhou G. S. (1988) [32], în forma  
(62), fără a face precizare asupra semnului tensiunii 3 .σ   

În lucrarea [25] sunt expuse următoarele forme ale criteriului Brewer C. J. – Lagace A. 

P. (a se vedea lucrarea autorilor menţionaţi, publicată în Journal of Composite Materials, 22, 
nr. 12, 1988, p. 1141 – 1155): 

( ) ( )
2

2
3 1 3 2 3 1 ,

T d
Z Sσ τ τ + + =                                           (64) 

dacă 3 0 ,σ ≥  respectiv: 
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( )
2

1 3 2 3 38 1 ,
d

Sτ τ σ + − ⋅ =                                               (65) 

atunci când:  ( )2 2
1 3 2 3 38 0 ,τ τ σ− + ≤ 〈  

dS  reprezentând tensiunea de forfcare cu aceeaşi 

valoare în planurile  1 – 3 şi 2 – 3. 

2. 12. Criteriul Chu E. (1995). 

Elaborat prin intermediul lucrării publicate în  “Journal of Materials Processing 
Technology, 50, 1995, p. 207 – 215, criteriul exprimă o altă versiune a criteriului Hill R. – 2 
(1979), pentru starea plană de tensiuni, sub forma [14]: 

( ) ( ) ( ){ }
2

2 2
1 2 1 2 1 22 1,

mm
m

i j cf C B H B Dσ σ σ σ σ τ σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ≤     

(66) 
unde s-au notat: 

( )( )0,5 1 1 ;L T LC R R R = ⋅ − ⋅ +                                            (67)              

( )( )0,5 1 1 1 ;L T LH R R R C = ⋅ + ⋅ + = −                            (68) 

( ) ( )1 1 ;
L T T L

B R R R R= ⋅ + ⋅ +                                             (69) 

( )
1

4 50,5 1 2 1 ,
m mD C B R H = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + 

                                                  (70) 

cu semnificaţiile prezentate în cele ce preced pentru mărimile inserate. 

2. 13. Criteriul  Liu  C. -  Huang  Y. -  Stout  M. G. (1997). 

 Acesta propune modificarea criteriului Hill R., pentru o stare spaţială de solicitare, sub forma 
(Acta Materialia, 45, 1997, p. 2397 – 2406): 

( ) ( ) ( )
1 22 2 2

2 3 3 1 1 2

1 2 32 2 2
2 3 3 1 1 2

1,
               2 2 2

F G H
I J K

L M N

σ σ σ σ σ σ
σ σ σ

τ τ τ

 ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + 
+ ⋅ + ⋅ + ⋅ = 

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
     (71) 

unde sunt prezenţi factorii de material [33]. 

2. 14. Criteriul Aretz H. (2005). 

 Formularea matematică este exprimată în “Journal Processing Technology, 168, 2005,  
p. 1 – 9”, pentru o stare plană de tensiuni [12]: 

( ) ( )1 2 1 2 2 1 ,m m m m

i j cf σ σ σ σ σ σ
∗ ∗ ∗ ∗ = + + − ⋅ ≤                         (72) 

unde: 

( ) ( ) 2
1 8 1 1 2 2 1 3 2 4 1 2 2 12 2 ;a a a a aσ σ σ σ σ τ τ∗

= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅                    (73) 

( ) ( ) 2
2 8 1 1 2 2 1 3 2 4 1 2 2 12 2 ;a a a a aσ σ σ σ σ τ τ∗

= ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅                    (74) 
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( ) ( ) 2
1 1 2 5 1 6 2 7 1 2 2 12 2 ;a a aσ σ σ σ σ τ τ∗ ∗

= + + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅                         (75) 

( ) ( ) 2
2 1 2 5 1 6 2 7 1 2 2 12 2 ,a a aσ σ σ σ σ τ τ∗ ∗

= + − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅                      (76) 

exponentul m  şi factorii ( )1, 8ia i =  determinându-se prin teste mecanice adecvate [12]. 

Observaţie: Pentru 1 2 8 1a a a= = = =L  şi 2m =  se distinge criteriul Huber – Mises – 

Hencky [12]. 

2. 15. Criteriul Cai J. X. – Xu  Q. J. (2015) [34]. 

În cazul unei structuri formată din două straturi lipite perfect, pentru o stare plană de 
deformare, se prezintă următoarea expresie (axele de referinţă 1O x ≡ şi  2O y ≡ se află în 
planul de lipire, iar 3O z ≡ în plan normal): 

22 2 2 2
1 3 1 1 1 2 1 1 3 3 3 4 1 1 5 1 1 33

2 2
1,

F F F F F

Z R Z R

τ σ σ σ σ σ σ σσ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅  
+ + + =  

   
         

(77) 

unde 1 1σ  reprezintă aici tensiunea normală dezvoltată în lungul axei 1O x ≡ , în stratul 1.  

Celelalte mărimi au expresiile [34]: 

1 2 1 ;F C C∗ ∗
=   2 3 1 ;F C C∗ ∗

= 3 1 4 ;F D D∗ ∗
= 4 2 4 ;F D D∗ ∗

= 5 3 4 ;F D D∗ ∗
=      

(78) 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 2
1 1 2 2 2

1 1 22
1 2 2

1 2 1 1 2 1
1 ;

1 2 1 2 1

E
C f

E E

ν ν ν ν

ν

∗
− ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ +  

= + ⋅ − ⋅ 
⋅ ⋅ − 

        (79) 

( ) ( ) ( )

( )

22 2
1 1 2 2 1

2 2
1 12

1 2 1 1 2 1
;

1 2 1 2 1

E
C

E E

ν ν ν ν

ν

∗
− ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅  −

= + ⋅ 
⋅ ⋅ −  

                     (80) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
1 1 2 2 1 2

3 1 22
1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 1
1 ;

6 6 1 1

E
C f

E E

ν ν ν ν ν

ν ν

∗
− ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ +  −

= + ⋅ ⋅ − ⋅ 
⋅ ⋅ − − 

       

(81) 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 2
1 1 1 2 2 2 22

1 1 22
1 2 2

1 1 1 1
1 ;

6 6 1

E
D f

E E

ν ν ν ν ν ν

ν

∗
 + ⋅ − + + ⋅ − +  
 = + ⋅ + ⋅ 

⋅ ⋅ −   
     

(82) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

22 2 2
1 1 1 2 2 2 2 1

2 2 2
1 12

1 1 1 1 1
;

6 6 1

E
D

E E

ν ν ν ν ν ν ν

ν

∗
+ ⋅ − + ⋅ + ⋅ − +  −

= + ⋅ 
⋅ ⋅ −  

          (83) 
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( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 1

3
1

2 2 2 2
2 2 1 2 2 2 1

1 22
2 1 2 2 1

1 1 2 2
             

6

1 1 1 2 2 1
;

3 1 1 6 1

D
E

E
f

E E

ν ν ν

ν ν ν ν ν ν

ν ν ν

∗
+ ⋅ + ⋅ − ⋅

= − −
⋅

− + − + ⋅ − ⋅ −
− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − − ⋅ −

                  (84) 

1 2
4

1 2

1 1
;

2 2
D

E E

ν ν∗ + +
= +

⋅ ⋅
      

( ) ( )1 1 2 2

1 2
1 2

1 1
.f

E E

ν ν ν ν⋅ + ⋅ +
= −                      (85) 

La baza stabilirii egalităţii (77) s-a avut în vedere egalitatea: 

1 ,V V c F F cE E E E+ =                                                 (86) 

în care ,V FE E  reprezintă cantităţile energetice necesare modificării unui element de volum 
şi de schimbare a formei, respective valorile critice, caracteristice cazurilor. De notat, totodată, 
că se au în vedere egalităţile de echilibru [34]: 

1 2 ;z z zσ σ σ= =   ( ) ( )1 3 1 1 3 2 1 3 ;τ τ τ= =    ( ) ( )2 3 1 2 3 2 2 3 ,τ τ τ= =               (87) 

respectiv: 

( ) ( )1 1 1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 2 2 3 2 ;E E E Eσ ν σ σ σ ν σ σ− ⋅ + = − ⋅ +                   (88) 

( ) ( )21 1 1 1 1 3 1 2 2 2 2 1 2 3 2 ;E E E Eσ ν σ σ σ ν σ σ− ⋅ + = − ⋅ +                  (89) 

( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2 ,G Gτ τ=                                                   (90) 

în care: 1 1 1 2,σ σ −  tensiunile normale orientate în lungul axei O x , caracteristice stratului 1 

şi 2; 2 1 2 2,σ σ − tensiunile normale orientate în lungul axei O y , caracteristice straturilor 1 

şi 2; ( ) ( )1 2 1 1 2 2,τ τ −  tensiunile de forfecare caracteristice celor două straturi; 

1 2 1 2, , ,G G ν ν −  modulele de elasticitate de forfecare şi coeficienţii contracţiei 

transversale aparţinând celor două materiale ale straturilor lipite. Din cele de mai sus se 

remarcă: ( ) ( )1 2 1 1 2 2 ;τ τ≠  1 1 1 2 ;σ σ≠   2 1 2 2 .σ σ≠  În condiţiile stării plane de 

deformaţii acceptate pentru deducerea expresiilor anterioare, se mai precizează [34]: 

( )2 1 1 1 1 ;
z

σ ν σ σ= ⋅ +  ( )2 2 2 1 2 ;
z

σ ν σ σ= ⋅ +  1 2 2 3 0 .τ τ= =                   (91) 

3. CONCLUZII 
 

Prin consultarea unor surse bibliografice reprezentative, autorii lucrării de faţă expun 
mai multe criterii care permit prognozarea solicitărilor maxime şi a duratei de viaţă a 
structurilor mecanice realizate din materiale anizotrope, în condiţiile unor prezumtive 
deteriorări prin rupere. Unele dintre exprimările matematice se pot aplica şi în cazul 
laminatelor din materiale izotrope, la care anizotropia sau ortotropia se manifestă după 
parcurgerea operaţiilor tehnologice specifice. Comparând conţinutul formal al criteriilor se 
disting cazurile practice unde pot fi valorificate, cu recomandarea de a se  lua în discuţie 
caracteristici ale materialelor, stabilite experimental, pentru fiecare caz în parte. Unii dintre 
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autorii criteriilor enunţate anterior atrag atenţia în mod riguros asupra aplicării practice a 
exprimărilor matematice după o analiză atentă a stărilor concrete, prin experimentări adecvate, 
cunoscând foarte bine operaţiile tehnologice precedente şi efectele lor,  în vederea obţinerii 
unui anumit produs compozit, anizotrop. În perspectivă, pe baza celor cunoscute, se pot stabili 
şi valorile unor coeficienţi de siguranţă, acceptaţi, care ilustrează raportul dintre valorile 
tensiunilor limită şi cele maxime dezvoltate sub acţiunea sarcinilor exterioare, în structura 
analizată. 
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