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Rezumat. In lucrare este analizat raspunsul dinamic al unui tandem de roti care ruleazd cu
viteze diferite pe o sind cu neregularitate sinusoidala. Sistemul prezinta doua viteze de
rezonantd, dar in situatia in care ampatamentul este multiplu intreg al semi-lungimii de unda a
neregularitatii sinei, sistemul va avea o singura vitezd de rezonantd. Forta de contact scade in
general o datd cu marirea ampatamentului insa aceastd scadere nu este uniformd.

Cuvinte cheie: roatd, sind, vibratie, raspuns dinamic, ampatament

Abstract. In this paper, the dynamic response of a wheel tandem rolling on a rail with
sinusoidal irregularity at different speeds is analysed. System has two resonance speeds, but
when the wheel base is integer multiple of semi-wavelength of the rail irregularity, the system
has only one resonance speed. Contact force has non uniform decrease when the wheel base
increases.

Keywords: wheel, rail, vibration, dynamic response, wheel base

1. INTRODUCERE

Problema interactiunii roata-sind este importanta din mai multe puncte de vedere
practice cum ar fi, de exemplu, producerea zgomotul de rulare [1, 2], uzura suprafetelor de
rulare [3, 4], solicitdrile suprastructurii caii si a aparatului de rulare al vehiculului,
transmiterea vibratiilor prin solul din vecinatatea caii ferate la constructiile civile [5, 6] etc.

In cele mai multe tratiri teoretice, se considera simetria structurald a vehiculului sl a
caii de rulare, precum si decuplarea vibratiilor sinelor si a rotilor atat prin sind, cat si prin
elementele de suspensie, astfel incat problema se reduce la tratarea interactiunii dintre o roata
si sina pe care aceasta ruleaza [7, 8]. Cu toate acestea, aspecte noi pot fi puse in luminad daca
se considera cuplarea rotilor datoritd undelor de Tncovoiere care se propaga prin sina [9, 10].

In aceasta lucrare, se adoptd un model simplu reprezentand doud roti care ruleazi pe o
sind infinita rezemata pe o fundatie cu doua etaje elastice pentru a investiga o serie de aspecte
legate de raspunsul in frecventa al sistemului. Este analizat cazul neamortizat si sunt puse in
evidentd vitezele de rezonanta, precum si viteza de antirezonantd. De asemenea, este analizat
raspunsul 1n frecventa in functie de distanta dintre roti (ampatament) in cazul modelului cu
amortizare.
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2. MODELUL MECANIC SI ECUATIILE DE MISCARE

Se considerd cazul a doud roti ale unui vehicul feroviar distantate cu D care ruleaza
fard alunecare cu viteza constantd V de-a lungul unei sine cu neregularitati pe suprafata de
rulare (fig. 1).
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Fig. 1. Modelul de interactiune dintre doua roti si o sina:
1. sina; 2. suportul de sina; 3. traversele; 4. balastul; 5. rotile;
2. 6. contactul elastic; 7. banda profilata.
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Modelul caii este alcatuit dintr-o grindd infinitd uniformd Euler-Bernoulli,
reprezentand sina, asezata pe o fundatie continua cu douad etaje elastice cu caracteristici vasco-
elastice liniare si un strat inertial intermediar care modeleaza elasticitatea suportilor de sind si
a balastului, respectiv efectul inertial al traverselor. Acest tip de model neglijeaza efectul
rezemadrii sinei pe traversele cdii pozate echidistant si de aceea poate fi folosit cu rezultate
bune numai pand la cca. 600 Hz pentru simularea numerica a raspunsului cdii clasice cu
traverse de beton [11]. Parametrii modelului caii sunt dupa cum urmeaza: masa liniard a sinei
my, modulul de incovoiere EI, unde E este modulul de elasticitate longitudinal si I este
momentul de inertie al sectiunii transversale a sinei, masa liniara a stratului inertial al
traverselor m;,, constanta elasticd pe unitatea de lungime a stratului elastic al suportului de sinad
k.1, constanta elastica pe unitatea de lungime a stratului elastic al balastului k, i constantele
de amortizare pe unitatea de lungime c;; si c,». Masa liniard m;, se calculeaza prin repartizarea
masei unei semitraverse la distanta dintre traverse. In mod asemanitor se calculeazd si
parametrii celor doua etaje elastice.

Rotile sunt identice, de masa M,, cu suprafetele de rulare netede si sunt incarcate cu
sarcina statica Q.

Pentru simplitate, se adopta ca model de interactiune roata-sind modelul deplasarii
neregularitatilor suprafetei de rulare a sinei. Aceasta inseamnd ca rotile sunt suspendate
deasupra sinei, iar printre suprafetele de rulare este trasa in sens contrar sensului de deplasare
a rotilor de-a lungul cdii o banda profilata corespunzator profilului neregularitatilor suprafetei
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de rulare a sinei. Adoptarea acestui model de interactiune poate fi justificatd in cazul in care
viteza de deplasare a rotilor este mult mai micd decat viteza de propagare a undelor de
incovoiere prin sind, respectiv cand este posibild neglijarea influentei efectului Doppler
asupra raspunsului sinei.

In aceste conditii, miscarea este raportatd la sistemul de referintd inertial Oxz care
fixeazd pozitia de echilibru sub sarcinile statice datorate celor doud roti. La un moment
oarecare f, intr-o sectiune de abscisa x, deplasarea grinzii Euler-Bernoulli (sina) este w(x, ?),
iar cea a stratului inertial (traversele) este z(x, f). Pozitiile celor doud roti sunt date de
coordonatele z,1(f) si z,2(7).

Neregularitatea suprafetei de rulare a sinei (rugozitatea) este r si aceasta depinde de
pozitia sectiunii x de-a lungul cdii. Cand rotile se deplaseazad cu viteza V, in dreptul primei
roti, rugozitatea este r(x;) = r(Vt), iar in dreptul celei de a doua roti se inregistreaza
rugozitatea r(x;) = r(Vt - D).

Presupunénd ca fortele dinamice dintre roti si sind sunt mici in comparatie cu sarcina
staticd, se poate considera contactul dintre roti si sind ca fiind de tip Hertzian liniarizat, cu kg -
rigiditatea contactului.

Aplicand legile dinamicii, se pot scrie ecuatiile de miscare in raport cu pozitiile de
echilibru sub sarcinile statice.

Ecuatiile de miscare ale caii sunt:

otw w . Alw-z) 2

El——+ + )4k ) =S A0S (- x.). |

ot e T g thalbema) 2,40 (x=x;) (1)
9’z 0z J

m; atzt +(Czl+CZ2)a—;+(kZ1+kZ2)Zt _CZla_‘;V_kZIWZO. (2)

in care AQ;» = AQ; 2(?) sarcinile dinamice. Conditiile la limita (la + o) sunt nule.
Ecuatia de miscare a rotii i = 1 + 2 este:

M}”Zﬂ = _AQI . (3)
In fine, ecuatia contactului elastic dintre roata i si sini este
Zri(t)—w(xi,t)—r(xi)=AQl~/kH. (4)

In cele ce urmeaza, intereseazd numai regimul permanent armonic in care
neregularitatea suprafetei de rulare a sinei poate fi descrisa utilizdnd numerele complexe

7 =1, exp(ikx) = 7, exp(ikVt) = 7, exp(icot) 5)

in care r;y este amplitudinea complexd a rugozitatii, k este numarul de unda al rugozitatii, iar

o este pulsatia.
Considerand faza initiala nuld in dreptul primei roti, atunci rugozitatea in dreptul celor
doua roti va fi
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7 =7(x,) = r,expliot), 7, =7(x,) = r,explio(t — D/V)| =7 exp(<iwD/V). (6)

S-a presupus cd cele doua rofi trec peste aceleasi rugozitdti, iar roata a doua face acest
lucru cu o intarziere egald cu D/V fatd de prima roata. Aceasta este valabil daca se neglijeaza
influenta rugozitatii proprii a rotii.

Celelalte marimi ale regimului armonic permanent sunt de forma (5)

Z,, (1) =Z,, expio?) , w(x,1) = w(x)exp(int), (7

3,,(1) =3, , exp(iot) , AQ, , (1) = AQ, , exp(imt). (8)

In regim armonic permanent deplasarea verticala a sinei in dreptul rotii i = 1,2 se poate
calcula cu ajutorul functiei Green

w, = W('xi ) = TG(XI' ’é)g AQ5(§ X hé: = G(xi Xy )AQ + G('xi Xy )Aéz )

Expresia functiei Green este de forma [11]

exp[— (a1 —ia, Xx - cf|]+ iexp[— (a2 +ia, )|x - f|]

G(x,&)=—
() Ha, —ia,) EI

(10)

1n care

V2 V2
a,=— 4\/p2+q2i7\/\/p2+q2—p, (11)

Parametrii p si g se calculeaza cu relatiile

ey i S
unde
m.o
B.=1% ;ﬂ , (13)
A, = (u)ﬁl / —1)(0)?11 / —1)—4czlczzwzlcoZ2 /®*, (14)
A, =(p0)§1 +a)§2)/a)2 -1, (15)
B, =2\ /0* —pn-1)_ 0. /o+(0 /0’ -1)_o., /o). (16)
B,=2((,0,+ul o, )/ o (17)

180



Consideratii privind interactiunea dintre doua roti si o sina

cu
o =k, /m, &, =k,/m, (18)
Co=c, 12ymk, ,C,=c,/2\mk,, (19)
w=m,/m, (20)
. 2 1 2 2 —\/[ 2 2 ]2 2 0
$1 sz,II 25 (1+M)C021 + (’022 + (1+M)C021 + (’022 _4(’021(’022 . (21)

Deplasarea rotii i se obtine din ecuatia (3)

1 _ _
Z.=— —AQ,)=—-a AQ. 22
Z, oM (—AQ,) =-a,AQ, (22)

in care s-a pus in evidentd receptanta rotii

_ 1
o =— . 23
" (23)

Cu toate aceste deplasari introduse in ecuatiile contactului, rezulta

(&, + T, + 0y )AQ +TU,,AQ, =7 (24)
®,,AQ + (O, + T, + 0y )AQ, =7, (25)

in care s-au notat urmatoarele
O, =G(x1,x1) =G(x5,x7), O, =G(x1,x7) =G(x1,%5). (26)
Trebuie sa se remarce faptul ca prima egalitate este adevarata datoritd structurii
omogene a cdii, iar cea de a doua pe motiv de simetrie a functiei Green a sinei. Acum,

utilizand rel. (10), avem

7 = 1+1 27)
' 4a, —ia,) EI

a. - exp|— (a, —ia, )D]+ 1e)§p[— (a, +ia, )D] . (28)
4a, —ia,) EI
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Presupunénd asadar cunoscute rugozitatile, rezultd fortele de contact roata-sind pentru
cele doua roti

_rsa+asa72 [] ar_i+ars72

— o — o
AQ =—t1 2 AQ, =l (29)
2 2 2 =2
(x'VS (x'S(,l (X'TS (X'SCl
in care s-a notat receptanta sistemului roata-sina sub forma
o, =—(0, +0; +00g). (30)

Tinind seama de defazajul dintre r; si r, se pot defini functiile de raspuns ale fortelor
dinamice de contact sub forma

—  AQ, @ +a, exp(-iwD/V)
H,y = _Q‘ = — p_2 (31)
r o . —a

rs sa

AQ, @, exp(iwD/V)+@,

H, = —— (32)
R a.-a,
Se observa faptul ca daca
exp(-ioD/V) =expioD/V)=1, (33)

ceea ce revine la a spune ca distanta dintre roti este multiplu par al semi-lungimii de unda A =
2ntV/m a neregularitatii suprafetei de rulare a sinei,

D=2n%,n=1,2, (34)
atunci avem
— — 1
HAleHAQZZﬁ' (35)
Daca este indeplinitd conditia
exp(—ioD/V) =expioD/V)=-1, (36)

lucru care se Intdmpla daca distanta dintre roti este multiplu impar al semi-lungimii de unda a
neregularitatii suprafetei de rulare

D=(2n—1)%,n=l, 2, ..., (37)

atunci avem
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1
+

rs sa

Hy, =H,,= (38).

AQ1

Relatiile (31 - 32) arata ca sistemul are doua frecvente de rezonanta. Daca insd este
indeplinita una din conditiile (34) sau (37), sistemul va avea o singura frecventa de rezonanta,
asa cum aratd relatiile (35) si (38). Aceste aspecte vor fi puse in evidenta si pe cale numerica
in sectiunea urmatoare.

3. ANALIZA RASPUNSULUI

In aceasta sectiune sunt prezentate o serie de rezultate obtinute pe baza modelului
descris anterior, al celor doua roti care se deplaseazd fara alunecare pe sind. Parametrii
modelului sunt: m; = 60 kg/m, EI= 6,42 MN/m’, m, = 242 kg/m, k;= 467 MN/m?, k, = 200
MN/mZ, M,= 750 kg, Q, = 100 kN, ky =1.6 GN/m. Parametrii modelului corespund unei cai
clasice prevazuta cu sind UIC 60 pe traverse de beton de 290 kg/traversa, distantate la 60 cm.
Rigiditatea suportului de sina este de 280 MN/m, iar cea a balastului de 120 MN/m cu
precizarea cd ambele valori corespund unui capat de traversa. Amortizarea caii se calculeaza
in functie de gradul de amortizare al celor doua etaje elastice (rel. 19).

In primul rand ne intereseaza raspunsul sinei in regim armonic permanent, care este
prezentat sub forma de receptanta a sinei calculata In punctul de aplicare a fortei armonice (v.
fig. 2). Raspunsul sinei pe suport elastic neamortizat prezinta doua frecvente de rezonanta la
128,4 si respectiv 500,4 Hz si o frecventa de anti-rezonanta la 264,3 Hz. Frecventele de
rezonantd pot fi calculate cu ajutorul rel. 21. Practic, calea de rulare se comporta ca un
oscilator cu doua grade de libertate care prezintd doua frecvente de rezonantd. Frecventa de
anti-rezonantd este rezultatul efectului de absorbitor dinamic pe care il dau traversele.

Modulul receptantei (m/N)

| | | | | |
400 500 600 700 800 900 1000
Frecventa (Hz)

I I I
0 100 200 300

Fig. 2. Receptanta sinei in punctul de aplicare a fortei armonice (fira amortizare).
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Receptanta (m/N)

_4 L L L L L 1 L 1 L
1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5

Distanta (m)
Fig. 3. Receptanta sinei de-a lungul ciii (fira amortizare):
—,la 65 Hz, ...,1a 70 Hz, — ——,1a 75 Hz.

Figura 3 prezinta receptanta sinei de-a lungul caii la trei frecvente apropiate 65, 70 si
75 Hz care, asa cum se va vedea mai departe, cuprind domeniul frecventelor proprii ale
sistemului format din cele douad roti si sind. Se observad schimbarea de semn de la cca. 1,7 m,
precum si schimbarea ordinii valorilor celor trei receptante cand distanta depaseste 2 m.

In continuare ne propunem si analizim regimul armonic permanent cind rotile
traverseazd o neregularitate a sinei cu lungimea de unda de 60 cm cu diferite viteze de
circulatie. In acest mod, se poate simula raspunsul rotilor la excitatia parametrica datorati
traverselor.

Functia de raspuns a fortei Q1 (N/m)
Functia de raspuns a fortei @1 (N/m)

4
10 1 1 1 1
20 30 40 50 60 70 80 90 100 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Viteza (m/s) Viteza (m/s)
Fig. 4. Functia de raspuns a fortei de contact roata-sini Q;: a) —,D=1,5m,--—-, D =2,1 m;
b) —D=18m,—-——-,D=24m.

Figura 4 a prezintd functia de raspuns a fortei de contact roata-sind atunci cand
distanta dintre roti este 1,5 si 2,1 m, respectiv cand distanta este multiplu impar al semi-
lungimii de unda a neregularitatii suprafetei de rulare a sinei. Figura 5 prezinta aceeasi functie
cand D = 1,8 si respectiv 2,4 m — adicd este multiplu par al semi-lungimii de unda. Se observa
ca sistemul are o singura frecventd de rezonanta asa cum se anticipa mai sus. Viteza de
rezonanta (viteza la care se produce rezonanta) este 42,8 m/s pentru D=1,5 m si 41,5 m/s daca
D =2,1 m. Totodata, daca D = 1,8 m atunci viteza de rezonanta este 42,5 m/s si creste foarte
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putin, la 42,8 m/s, dacd D = 2,4 m. Pe de alta parte, se poate, indiferent de distanta dintre roti,
la viteza de 77,06 m/s, forta Q; este practic nula. in alti termeni, spunem ca sistemul prezinta
fenomenul de anti-rezonantd a carei frecventd (128,4 Hz) corespunde cu frecventa de
rezonantd a sinei.

=

=

Functia de raspuns a fortei Q1 (N/m)
Functia de raspuns a fortei @1 (N/m)

106 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 K\"‘
20 30 40 50 60 70 80 90 100 415 42 425 43
Viteza (m/s) Viteza (m/s)
Fig. 5. Functia de raspuns a fortei de contact roata-sina Q: —, D =1,65m,—-—, D =1,95 m.

Figura 5 prezinta functia de raspuns a fortei de contact Q; cand distanta dintre roti nu
mai este multiplu al semi-lungimii de unda a neregularitatii sinei. Sunt luate in calcul doua
valori pentru D, respectiv 1,65 si 1,95 m. In acest caz, sistemul format de cele doua roti si sind
are doua viteze de rezonantd corespunzator formelor analitice din rel. (31). Aceste viteze de
rezonantd iau valorile de 42,1 si 42,2 m/s daca D =1,65 m si 41,6 si 42,7 m/s pentru D =1,95
m.

Functia de raspuns a fortei @1 (N/m)
Functia de raspuns a fortei Q2 {N/m)

| |
20 30 40 50 60 70 80 90 100 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Viteza (m/s) Viteza (m/s)

L 1 1 107 1 1 1

Fig. 6. Functia de raspuns a fortelor de contact (model cu amortizare): a) Q;; b) Q»;
—D=165m,---,D=195m.

Vitezele de rezonanta ale sistemului sunt atat de apropiate ncat, in cazul modelului cu
amortizare, varfurile corespunzdtoare acestor viteze de rezonanta nu se mai deosebesc. Acest
aspect este ilustrat in figura 6 n care ambele etaje ale modelului cdii au gradul de amortizare
egal cu 0,2 (v. rel. 19). Sunt prezentate functiile de raspuns ale ambelor forte de contact Q; si
Q> pentru D =1,65 si D =1,95 m. Se observd ca pand la viteza de rezonanta, functiile de
raspuns nu sunt influentate practic de distanta dintre roti, pentru ca la viteze superioare sa
apard anumite deosebiri. Astfel, forta Q; este mai mare daca D = 1,95 m, in timp ce forta O,
este mai mica comparativ cu situatia in care D = 1,65 m.
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Functia de raspuns a fortei Q1 {N/m)
&
Functia de raspuns a fortei Q2 (N/m)

I
tn

25

50

2 50 5

: 0
Viteza (m/s) 15 Distanta dintre roti (m) Viteza (m/s) 0 15 Distanta dintre roti (m)

Fig. 7. Functia de riaspuns a fortelor de contact (model cu amortizare): a) Q;; b) Q..

Figura 7 prezinta functia de raspuns a celor doua forte de contact pentru mai multe
valori ale distantei dintre roti cuprinse intre 1,5 si 2,4 m cand viteza de circulatie este intre 10
si 100 m/s. Modelul ciii are aceleasi valori ale gradelor de amortizare ca si in cazul precedent.
Viteza de rezonanta se modifica foarte putin 1n functie de distanta dintre roti, aceasta
situandu-se la aproximativ 42 m/s. Tendinta generald a valorilor absolute ale functiei de
raspuns a fortelor de contact Q; si O» este de reducere pe masura ce distanta dintre roti creste.
Cu toate acestea, ambele functii de raspuns prezintd maxime si minime locale dupda cum
urmeaza. Maximele functiei Q; se inregistreaza la D = 1,55 m si D = 1,95 m, in timp ce forta
(0, are un singur maxim la D = 2,26 m. Valorile minime ale fortei Q; sunt situate in dreptul
punctelor de la D = 1,73 m si D = 2,24 m, iar forta O, are un minim la D = 1,96 m.

6. CONCLUZII

Studiul interactiunii roata-sind este important pentru cd poate oferi raspunsuri la multe
probleme practice cum ar fi combaterea zgomotului de rulare, a uzurii suprafetelor de rulare
sau protectia cladirilor din zona caii ferate impotriva vibratiilor transmise prin sol.

In lucrare sunt prezentate o serie de aspecte de baza legate de interactiunea dintre doua
roti si o sind utilizand pentru cale un model alcdtuit dintr-o grinda infinita pe fundatie vasco-
elastica cu doua etaje elastice. La traversarea unei neregularitdti armonice a sinei, cele doua
roti prezintd doud viteze de rezonantd, dar in cazul 1n care distanta dintre roti (ampatamentul)
este multiplu intreg al semi-lungimii de unda a neregularitatii sinei, atunci sistemul are o
singurd vitezd de rezonantd. Forta de contact scade dacd ampatamentul creste, dar exista
valori ale ampatamentului pentru care fie forta de contact de la prima roata, fie de la cea de a
doua, au valori maxime sau minime.
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