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Rezumat. În lucrare se prezintă suportul teoretic al metodei de control al vibraţiilor aplicabilă 
la structuri elastice cu parametrii distribuiţi, cu referire directă la bara elastică încastrată la 
un capăt, supusă vibraţiilor longitudinale. 
Cuvinte cheie: vibraţii mecanice, controlul vibraţiilor,  control activ, parametrii distribuiţi, 
amortizarea vibraţiilor 
 

Abstract. The paper presents the theoretical support of vibration control method applicable to 
elastic structures with distributed parameters, with direct reference to embedded elastic bar at 
one end, subjected to longitudinal vibrations.. 
Keywords: mechanical vibration, vibration control, activ control, distributed parameters, 
vibration damping 

1. INTRODUCERE 

Prin acest concept se consideră că sistemului i se trasferă energie suplimentară datorită 
unor forţe suplimentare, de control, care acţionează asupra acestuia. Comparând această 
metodă cu cea a absorbitorului pasiv de vibraţie, se observă că un sistem activ de control 
poate elimina în totalitate vibraţia structurii în anumite regiuni ale sale. 

Utilizând absorbitori pasivi, vibraţiile se pot reduce dar nu se pot elimina complet. Mai 
mult, în cazul absorbitorilor pasivi, aceştia pot intra în vibraţie deoarece energia vibratorie 
este transmisă de la sistemul principal la absorbitori. 
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2. PREZENTAREA METODEI  

În figura 1 este prezentată bara încastrată la un capăt şi liberă la celălalt, asupra căreia 
se aplică o forţă sinusoidală ���� = �� sinω �. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1 
 

Pe desen s-au făcut următoarele notaţii: 
-	� este lungimea barei; 
-  ⋅ �	�0 <  < 1� este distanţa de la punctul de aplicare al forţei până la încastrare; 
- � este coordonata în lungul axei barei; 
- ���� este deplasarea instantanee a vibraţiei longitudinale; 
- ���� – forţa excitatoare; 
- �� – amplitudinea forţei excitatoare; 
- � - pulsaţia forţei excitatoare; 
- � - timpul. 
Ecuaţiile undei sunt: 1�� ������� = ������� ,																				0 ≤ � ≤ � (1) 1�� ������� = ������� ,																				� ≤ � ≤ � (2) 

 În ecuaţiile (1) şi (2) � reprezintă viteza de propagare a undei în bară şi este dată de 
relaţia: �� = �/�, în care � este modulul de elasticitate al lui Young, iar � este densitatea 
materialului. 
 Soluţiile ecuaţiilor diferenţiale (1) şi (2) sunt de forma [2], [3]: 

����, �� = ���� sin��� + ��� cos��� # sin��; (3) 

����, �� = ���� sin��� + ��� cos��� # sin��, (4) 

� 

� 
 ⋅ � 

���� 
���� = �� sin�� 
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unde ���, ���, ���, ��� sunt constante de integrare care se determină din condiţiile pe contur şi 
de continuitate. 
 Condiţiile pe contur sunt: ����, ��|&'� = 0; (5) (� �����, ���� )&'* = 0, (6) 

 
unde ( este aria secţiunii transversale a barei. 
 Condiţia (5) arată că deplasarea secţiunii transversale a barei în capătul din stânga 
trebuie să fie zero, în timp ce condiţia (6) impune ca forţa în capătul liber să fie zero. 
 Condiţiile de continuitate sunt: ����, ��|&'+* = ����, ��|&'+* (7) (� �����, ���� )&'+* − (� �����, ���� -&'+* + �� sin�� = 0 (8) 

  
Condiţiile (5), (6), (7) şi (8) sunt echivalente cu următorul sistem liniar de ecuaţii ���� = 0�: 

 

. 0 cos / − sin/sin / − sin / −cos /− cos / cos / − sin /0 .
���������0 = 1

00− ���(��2 
(9) 

 
unde / este un parametru dat de relaţia: / = ��� . 
 Rezolvând sistemul de ecuaţii liniare (9), pentru ���, ���	ș5	��� determinaţi şi înlocuiţi 
în ecuaţiile (3) şi (4) se obţin: 

 

����, �� = 6�� cos�1 − �/ ⋅ sin / �� ⋅ sin��; 										0 ≤ �� ≤ ; (10) 

����, �� = 6�� sin / ⋅ cos �1 − �� # / ⋅ sin�� ; 										 ≤ �� ≤ 1, (11) 

unde s-a notat: 

6 = �(� cos /. (12) 

  

Din expresia lui 6 se constată că atunci când: / = ���+ 7#8		��. 7 = 0,1,2⋯ � cos / 

devine egal cu zero şi amplitudinile vibraţiilor se apropie de infinit. Aceste valori ale lui / 
corespund pulsaţiilor proprii ale barei. 
 Dacă alte două forte ����� = ��� sin�� şi ����� = ��� sin�� sunt aplicate barei (Fig. 
2) sistemul fiind liniar, se poate aplica principiul suprapunerii de efecte, vibraţiile rezultate se 
pot exprima prin relaţia: 
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���, �� = ;��� sin�� (13) 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2 
unde: 

;��� = 6��� cos�1 − �/ + ��� cos�1 − ��/ + ����<=�1 − ��/� sin / �� , 0 ≤ �� ≤  
(14) 

;��� = 6 >�� sin /⋅ cos �1 − �� # / + ?��� cos�1 − �� / + ����<=�1 − ��/@ sin / �� A ,	 ≤ �� ≤ � 

(15) 

;��� = 6 B��� sin / + ��� sin � /� cos �1 − �� # / + ��� cos�1 − ��/ sin / �� C, � ≤ �� ≤ � 
(16) 

;��� = 6��� sin / +��� sin �/ + ��� sin �/� cos �1 − �� # /, � ≤ �� ≤ 1 
(17) 
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3. FORMULAREA PROBLEMEI DE CONTROL AL VIBRAŢIILOR 

Ne propunem să determinăm amplitudinile forţelor de control FG�H� şi FI�H� precum 
şi poziţia lor indicată de JG şi JI, astfel încât, pe un anumit interval cuprins între KL şi ML, 
valoarea amplitudinii vibraţiilor să fie minimă (Fig. 2). 

Funcţia obiectiv poate fi scrisă sub forma: 

N�FGO, FIO, JG, JI� = P QIML
KL �R�SR 

(18) 

Conform relaţiilor (14÷17) amplitudinea vibraţiei Q�R� este o funcţie armonică care ia 
valori pozitive şi negative de aceea se va folosi QI în definirea criteriului de performanţă N. 
Prin urmare, energia sistemului în acest interval, este minimizată. 

După un calcul laborios se obţine, pentru N, forma [1], [3]: N = LTIUKGFGOI + KIFGOFIO + KVFIOI + KWFGO + KXFIO + KYZ, (19) 

unde: 
 KG = GI [M − K + GI\�]^_I�G − K�\ − `ab I�G − M�\�c `abI JG\, (20) 

KI = [�M − K� `ab\ + GI\ �de`�G − IK�\ − de`�G − IM�\�c `ab JG \⋅ de`�G − JI�\ , (21) 

KV = GI [M − K + GI\ �]^_IK\ − `abIM\�c de`I�G − JI� \ 

, 
(22) 

KW = [M − K + GI\ �]^_I�G − K�\ − `ab I�G − M�\�cFO `ab J\ ⋅ `abJG\ (23) 

KX = [�M − K� `ab\ + GI\ �de`�G − IK�\ − de`�G − IM�\�cFO `abJ\⋅ de`�G − JI� \ 
(24) 

KY = GI [M − K + GI\ �]^_I�G − K�\ − `ab�G − M�\�cFOI`abI J\. (25) 

 
În expresia lui N, termenul LTI este o constantă şi ca urmare acest termen nu se ia în 

consideraţie în procesul de optimizare. 
 În procesul de optimizare trebuiesc luate în consideraţie şi următoarele restricţii: J ≤ JG ≤ K; M ≤ JI ≤ L FÔ ≤ FGO, FIO ≤ FO] . 

(26) 

În relaţiile (26) FÔ şi FO]  reprezintă limita inferioară şi superioară a amplitudinii 
forţelor de control. 
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4. CONCLUZII 

Metoda prezentată se poate aplica la sisteme elastice cu parametrii distribuiţi. Din 
punct de vedere practic determinarea funcţiei obiectiv poate deveni complicată pentru  
structuri mai complexe. Mai mult, problema de optimizare trebuie rezolvată pentru fiecare 
poziţie a forţei excitatoare. În sisteme perturbaţiile pot fi aplicate oriunde şi în mod aleatoriu. 
În astfel de situaţii vibraţia care apare, este în mod obişnuit controlată, prin forţele date de 
generatorul de forţe comandat de reacţia de feedback. 
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