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MODELAREA COMPORTAMENTULUI STRUCTURILOR
SOLICITATE LA FLAMBAJ LATERAL

ISSUES CONCERNING LATERAL - TORSIONAL BUCKLING STRUCTURAL
BEHAVIOUR SIMULATION IN MODERN F.E.A. APPROACH

S. L. dr. ing. Stefan MOCANU'

'Universitatea Tehnici de Constructii Bucuresti
B-dul Lacul Tei 124, sector 2 RO-72302, Romania
e-mail: mocanustef@ gmail.com

Rezumat: Flambajul lateral al structurilor svelte din domeniul mecanic sau al
constructiilor civile industriale a facut obiectul a numeroase studii de-a lungul timpului. Scopul
prezentului articol este de a compara abordarea clasica a problemei conform Rezistentei
Materialelor in raport cu algoritmii numerici utilizati in aplicatiile de analiza a comportamentului
structurilor, algoritmi ce au la baza metoda elementului finit.

Cuvinte cheie: flambaj, pierderea_stabilitatii, forma_de_echilibru, elastic, sarcind,
critic.

Abstract: The sudden loss of structural stability for slender structures in both mechanical
and civil engineering areas has been the object of numerous studies. The present paper is focused
on elementary strenght of materials calculus concerning critical force values vs. finite element
analysis results concerning lateral — torsional buckling of a simple beam.
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1. INTRODUCERE

Este stiut faptul cd un element structural supus solicitarii de incovoiere va avea
capacitatea portantd direct proportionald cu valoarea momentului de inertie axial 1n raport cu
axa neutra a sectiunii; in cadrul activitdtii de proiectare acest fapt conduce la tendinta de
realizare a unor sectiuni Tnalte si inguste, aceste tipuri de elemente devenind insd instabile
datoritd aparitiei fenomenului de pierdere a stabilitatii formei de echilibru elastic i.e. flambaj
lateral [1, 2].

Prezentul articol se doreste a fi un punct de plecare in abordarea cu ajutorul
algoritmilor numerici ce au la bazd metoda elementului finit a problemelor de stabilitate
laterala a structurilor svelte supuse la incovoiere, gradul ridicat de complexitate al aplicatiei
impundnd un studiu atent Tn ceea ce priveste setul de conditii initiale impuse ca marimi de
intrare.
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2. TRATARE CLASICA (ANALITICA). EXEMPLU NUMERIC

De la prima solutionare a problemei (Prandtl), chestiunea flambajului lateral a
cunoscut mai multe variante de rezolvare, functie de particularitatile schemei de incarcare
si/sau celei de rezemare (in special). Astfel, pentru cazul unei console solicitate la Tncovoiere
pura ca in figura 1, valoarea momentului incovoietor de flambaj va putea fi determinata din
considerente energetice [2].
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Fig.1 Abordare analitica

Astfel, pentru valori mici ale momentului incovoietor concentrat My, consola se
deformeaza doar in planul vertical xOy, pozitia de echilibru obtinutd avand caracter stabil.
Cand cuplul M, atinge valoarea criticd My, pozitia de echilibru anterior obtinuta devine
instabilda, noua pozitie de echilibru fiind obtinutd ca 1n figura 1; daca pentru pozitia de
echilibru stabil in planul xOy singurele deformatii sunt sagetile v produse in planul amintit,
dupa aparitia fenomenului de flambaj (lateral), apar si deformatii w datorate ncovoierii in
planul x0z, precum si deformatii din torsiune ¢ , ambele mai mari ca deformatia din plan
vertical, v.

Tinidndu-se seama de aspectul energetic al deformarii sistemelor de bare elastice se
utilizeaza bilantul de forma:

L =U, (1.1)

e 1
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pentru o incarcare staticd, lucrul mecanic al sarcinilor exterioare L, fiind egal cu energia
potentiala de deformatie U, [1, 2, 3].

Membrul stang al ecuatiei de bilant (1.1) se exprima prin produsul dintre momentul
incovoietor concentrat My si unghiul de rotire 1n jurul axei acestuia, de exemplu &, membrul

drept fiind exprimat prin suma energiilor potentiale de deformatie prin incovoiere laterala
(planul x0z) si torsiune, astfel:

l l
Mo-azLjM%dx+L‘[Mfdx. (1.2)
2E1 T 2GI

Avandu-se in vedere relatia de definire a deformatiei specifice la torsiune:

g-d9_M. (1.3)
dx GI,

ultimul termen al relatiei (1.2), energia potentiala de deformatie din solicitarea de torsiune,
devine:

I} 2
" =%j(%) dx. (1.4)

0

Pentru exprimarea lucrului mecanic al incarcarilor exterioare se considera ca unghiul
a de rotire a momentului My 1n jurul axei sale se va datora, in principal, deformatiilor
datorate Tncovoierii laterale a structurii, cantitatea datoratd Incovoierii in plan vertical fiind
neglijabila in comparatie cu aceasta; folosind teorema lui Castigliano se obtine:

a= - (1.5)

Conform figurii 1, M =M sing=M, ¢, de unde rezultd expresia energiei
potentiale de deformatie din solicitarea de incovoiere laterala:

l
U, =LIM§ @’dx, (1.6)

prin substitutie in (1.5), se obtine valoarea lui & :

1 [

o=—
EI 4

M, @dx. (1.7)

Cu relatiile de mai sus, bilantul (1.2) se exprima in forma:
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21 2 1 ! 2
Mo [ g =20 j(pzdﬁﬂj[@j dx, (1.8)
EI? 2E1 ) 2 I dx

de unde rezultd expresia momentului critic de flambaj:

(1.9)

Pentru rezolvare se admite o lege de variatie convenabila a deformatiei totale la
rasucire ca functie de x, de exemplu:

/54
=@, sin—, 1.10
¢=psin—, (1.10)
ce satisface conditiile la limita:
¥=0=¢=0; (1.11)
x:l:>¢):¢max’

Dupa prelucrari se ajunge la forma finala a cuplului de flambaj pentru exemplul ales,
astfel:

T
M, =2 [EIGI,, (1.12)

pentru alte scheme de calcul obtinandu-se relatii similare, fiind de remarcat ca element
characteristic al flambajului lateral, produsul rigiditatilor la solicitdrile de incovoiere laterala,
respectiv torsiune.

Pentru studierea cantitativa a tratarii problemei, se alege exemplul numeric pentru care
se pastreazd notatiile din figura 1, astfel, h = 60mm, b = 5mm, 1 = Im, E = 2,leSN/mm2, G=
7,9¢4N/mm?; prin inlocuire in relatia (1.12), se ajunge la valoarea cuplului de flambaj:

7Z 5 6053 4 3
M, =——,/2,1-10"- -7,9-10"-0,33-60-57;
! 2-103\/ 12 (1.13)

M, =2,51-10° Nmm.

3. ABORDARE CU METODE NUMERICE

Indiferent de tipul exact al aplicatiei software sau de platforma /sistemul de operare
utilizat, gradul relativ ridicat de complexitate al problemei impune rezolvarea acesteia in doi
pasi: o analizd a flambajului in domeniul liniar, care va furniza valoarea estimatd a sarcinii
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critice de flambaj, urmatd de o analizd neliniara, avand drept Incdrcare sarcina initiald
multiplicata cu coeficientul de siguranta la flambaj anterior stabilit [7].

Acest mod de lucru este datorat faptului cad analiza liniard (linear buckling analysis)
estimeaza sarcina critica de flambaj (in spetd, coeficientul de sigurantd la flambaj — load
factor) pentru forma nedeformatd a structurii, pe cand asa-zisa analiza neliniara (non-linear
buckling analysis) va reface etapa de calcul liniard tinandu-se cont de modul de deformare al
structurii. Generic vorbind, analiza neliniard va trata de o maniera secventiala valorile
schemei de Incarcare a structurii, pentru fiecare treapta de incarcare fiind recalculatd matricea
rigiditate a structurii la starea corespunzatoare de deformare [8, 9, 10].

Utilizandu-se datele din exemplul numeric ales, se modeleaza consola si se Tncarca in
extremitatea liberd cu momentul Tncovoietor concentrat de valoare

M
M, :?f = M, =41,94 Nm,

fiind practic impus un coeficient de sigurantd la flambaj de valoare 6.

In urma parcurgerii etapei liniare de analiza (fig.2), se constatd confirmarea valorii
impuse pentru coeficientul de sigurantd la flambaj, cu observatia cd asa-numita deformata
obtinutd nu are vreo semnificatie fizica, aceasta facand referire la modul de flambaj (buckling
mode sau mode shape).

Model name: Part2

Study name: Study 1

Plaot type: Buckling Displacement!
Mode Shape : 1 Load Factor = 6.0131
Deformation scale: 1.1137

URES (mm)
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_ 2 245e+001

1 48784001

T .483e+000

I 0.000e+000
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Fig.2 Analiza liniard a structurii
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Etapa finald a studiului implica parcurgerea analizei neliniare pentru structura aleasa,
valoarea momentului incovoietor din schema de incarcare fiind multiplicata cu coeficientul de
sigurantd obtinut la pasul anterior, astfel:

M,=M, =252,19 Nm,

pentru aceasta treaptd de calcul fiind esentiale setdrile particulare ale caracteristicilor analizei
efectuate [7].

Indiferent de aplicatia software utilizata [7, 9, 10], gasirea solutiilor unei probleme de
analizd cu ajutorul F.E.M. implica rezolvarea simultand a mai multor ecuatii, existand doua
mari familii de metode de rezolvare: metoda directd, ce utilizeaza algoritmi numerici de tipul
matrice inversa, descompunere LU, Gauss-Jordon, respectiv metode iterative, in cadrul carora
se utilizeazd tehnici de calcul aproximative pentru gasirea unei solutii, secventa de calcul
repetandu-se pana la obtinerea gradului de convergenta impus.

In cazul de fatd se opteaza pentru studiul cu algoritm de rezolvare direct DSS (Direct
Sparse Solver), avandu-se in vedere ca algoritmii iterativi impliciti de rezolvare FFEPlus
(Fourier Finite-Element Plus), se preteaza mai curand la analize de tip liniar (fig. 3).

| Soltion | Advanced. | Fow/Themal Effects | Remark | Sohsion | Flow,Themal Efects | Remrk|
Method Stepping options
Corked IP"'C Length v] Start time |0 [ Restart
lterative | NR {(Newton-Raphson}) = | Endtime ] [¥] Save data for restarting the analysis
Integration INEWEII‘k ’J Time increment:

_— ; (@) Automatic (autostepping)
isplacement control options
Initial time increment  0.01
Select a vertex or reference point to |‘=

control the analysis ii_ Min 1008 Max 0.1 Mo. of adjustments 5§

Displacemert component for the x Z == =

selsgcted T P L X Translatio mim ) Feed D

Displacement variation with time Edi... Graph Mote: For nonlinear static analysis {except time dependent matenial like
creep) pseudo time steps are used to apply loads fidtures in small

Arc-Length completion options increments. For creep, time steps represent real time in seconds to
associate loadsfodures.

Mz load-patt Itipli 100000000

R Start time and End time  are not used by the Anc Length control method

defined in Advanced options.

Madmum displacement for translation DOF) 100 mm v
Geometry nonlinearty options

Madmum number of arc steps 50

[¥] Use large displacement formulstion
Initial arc length muttiplier 1 Update load direction with deflection

[ {Applicable onfy for normal uniform pressure

Step/Tolerance options and nomal force)

[ Large strain option

Do equilibrium iteration every 1 step(s)
Maximum equilibrium iterations 20 Solver Incompatible bonding options
Convergence tolerance 0.0 9 Direct Sparse a Simpified
) FFEPIus () More accurate {slower)
Madmum incremental strain 0.m —
C\Users'simplutDocuments'sw'flambaj later
Singularity elimination factor (0-1) 1 ko taider : ; |—]

Advanced Options...

Fig.3 Setéari analiza neliniara
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In urma mai multor incerciri de simulare, gradul maxim de precizie al solutiilor
(incluzand si absenta mesajelor de eroare), se obtine pentru metoda Crisfield-Riks de control
pentru simularea numericd (Incremental Arc Lenght Control Method), respectiv pentru
metoda de calcul iterativ Newton-Raphson (NR) (fig.3).

In cazul analizei neliniare, sistemul de ecuatii de rezolvat la momentul generic  + At,

este de forma:

R}y ~1F}0 =0, (1.14)

t+At

in care {R}t+ ., feprezinta matricea vectorilor sarcinilor exterioare aplicate in nodurile
structurii, iar {F}  matricea vectorilor eforturilor interne la nivelul nodurilor;

necesitatea utilizarii unei metode iterative este datd de dependenta valorii matricii
{F} ., de matricea deplasarilor nodurilor retelei de elemente {u} la momentul dat.

Astfel, forma simplificatd a unei trepte de calcul (iteratie de rang i), poate fi
reprezentata prin setul de relatii:

{R}t+At _{F}i:-_Alt) = {AR}(i_l) ’
(AR} =[k]" {Au}", (1.15)
N S ) S )

{u, ={u}; {F}., ={F}.
unde:

° {R}H o matricea sarcinilor exterioare la nivelul nodurilor structurii;
€,

i-1 . . . . . . . .
. {F }E+ At) —matricea eforturilor interne din nodurile retelei, la iteratia de rang “i”;

i—1 . . .o . -
{AR}(I ) _ matricea vectorilor de sarcind reziduala (out-of-balance load vector), la

[T3ELR
1

iteratia de rang

o,

{Au}(l) — matricea treapta pentru deplasari, la iteratia de rang “i”’;

[T3ELR
1

{u}g A, — Matricea deplasarilor, la iteratia de rang

[K ]il) ., — Matricea Jacobian (tagent stiffness), la iteratia de rang “i”.

Metoda Newton-Raphson de calcul iterativ este reprezentata schematic in figura 4, in
ordonatd fiind reprezentate sarcinile exterioare, iar Tn abscisa deplasdrile; se remarca
reestimarea termenilor matricii Jacobian pentru fiecare iteratie efectuata in cadrul treptei de

calcul datd (R, + R

t+At

/ul‘ +I/tt+Al‘ )'
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1, L 1 )
x© = KO k® — R (u)

t+At‘ t+At

t+At Fy

t+At
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Fig.4 Metoda N-R de calcul iterativ

Utilizarea algoritmului de rezolvare neliniar este datorata in principal amplitudinii
deformatiilor structurale, nemaiputind fi ignorate modificarile termenilor matricii rigiditate
odata cu cresterea sarcinii; in cazul unor aplicatii de ultima generatie se remarca prezenta unei
optiuni dedicate de calcul neliniar (large displacement formulation), cu luarea in calcul a
deformatiilor mari ale structurii studiate, variantad valabila in cazul utilizarii discretizarii de tip
solid (solid meshing) sau membrana (shell) [7].

4. CONCLUZII
Convergenta solutiei obtinute se poate constata din setul de marimi de iesire
prezentate in figura 5, set conform caruia valoarea coeficientului de sigurantd la flambaj este

in imediata vecinatate a valorii unitare, fiind astfel confirmatd valoarea critica de flambaj
sugeratd de analiza liniara anterior efectuatd, precum si valabilitatea tratdrii analitice clasice.

12
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Model name: Part1

Studly name: Study 3

Plat type: Monlinesr Displacement Displacement!
Plot step: 50 Load Factor = 1.0176
Deformation scale: 1

LIRES (mm)

B.226e+001

l 5.708e+001

- 5.189e+001
- 4.670e+001
- 4.151e+001
. 3632e+001
3113e+001
. 2.584e+001
. 2.075e+001
- 1.557e+001

1.035e+001

5.189e+000

I‘iq 1.000e-030
Fig.5 Analiza neliniara a structurii

In urma studiului efectuat a fost constatat si un anume grad de dispersie a rezultatelor
in cazul utilizarii diverselor aplicatii software si/sau mediilor/ platformelor de lucru utilizate
(Ansys, Solidworks/Windows, Salome-Meca, OpenFoam, Code Aster/ Linux), ramanand
astfel valabila regula folosirii, prin comparatie, a cel putin doud variante de abordare.

Pentru cazul studiat, de departe, rangul de precizie cel mai ridicat al rezultatului
(avand drept referinta solutiile analitice traditionale), a fost obtinut pentru aplicatiile software
comerciale de ultima generatie, remarcandu-se pasi semnificativi si pentru familia open-
source de programe in ceea ce priveste algoritmii neliniari de analizd in baza metodei
elementului finit, facandu-se totusi simtitd absenta unor programe de implementare dedicate
(scheme de rezemare/ incarcare greoaie, lipsa unor optiuni bogate in ceea ce priveste setdrile
motoarelor de rezolvare — solvers, etc.).
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