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Rezumat. Se trateaza regimul dinamic generat de instabilitatea vibratiei unui corp incdrcat
cu o sarcind statica care se misca uniform pe o grinda pe fundatie vdsco-elastica, datorata
undelor Doppler anormale excitate in grinda. Cand vibratia devine instabila, raspunsul sistemului
este un ciclu limita caracterizat printr-o succesiune de socuri produse de doi factori opusi: efectul
undelor anormale Doppler care pompeaza energie fortdnd corpul sa se desprindd de grinda si
sarcina statica care readuce corpul pe grinda. Aceastd problemad este importantd pentru cazul
trenurilor moderne care se deplaseaza pe o cale cu sol moale.

Cuvinte cheie: corp mobil, grindd, instabilitate, ciclu limita, functii Green

Abstract. The paper herein deals with the study of the dynamic behaviour generated by the
instability of the vibration of a loaded mass, uniformly moving along an Euler-Bernoulli beam on
a viscoelastic foundation, induced by the anomalous Doppler waves excited in the beam. When the
vibration becomes unstable, the system evolution is a limit cycle characterized by a succession of
shocks, due to the action of two opposite factors: the anomalous Doppler waves that pump energy
at the interface between the moving mass and the beam, thus forcing the mass to take off, and the
static load that push the mass downwards. This issue is relevant for the case of modern trains
travelling along a track with soft soil.
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1. INTRODUCERE

Cand un vehicul feroviar se deplaseaza cu o viteza suficient de mare, este posibil ca
reactia undelor elastice induse in cale sa determine vibratii instabile ale vehiculului. Ca
urmare, nivelul vibratiilor creste asa incat este afectat confortul calatorilor, deteriorata
structura cdii de rulare si exista pericolul ca vehiculul sa deraieze. Un astfel de fenomen
periculos este in legaturd cu posibilitatea ca trenurile de mare viteza sda se deplaseze cu o
viteza mai mare decat viteza de propagare a undelor elastice generate de acestea in cale.
Aceasta posibilitate este rar intdlnitd, dar existd doua cazuri cand totusi ea se poate produce:
mai Intai, in cazul liniilor de cale feratd care traverseaza zone cu sol moale cum este turba,
argila organica sau argila moale de origine marind [1-4], si apoi cand sinele sunt supuse la
eforturi mari de compresiune [5, 6] datorita dilatarii impiedicate.
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In general, conceptul de stabilitate-instabilitate este legat de miscarea perturbatd in
vecindtatea unei stari de referinta care poate fi un punct de echilibru sau o miscare periodica.
Daca raspunsul sistemului raméne in apropierea starii de referintd, atunci se spune ca aceasta
este stabila, daca nu, atunci se spune ca este instabila.

Pentru prima oara, Denisov s.a. [7] s-au ocupat cu cazul vibratiei instabile generatd de
0 masd mobild de-a lungul unei grinzii Euler-Bernoulli pe suport continuu. Mai apoi Bogacz
s.a. [8] au studiat raspunsul instabil al unui sistem format dintr-o masa si un arc care se misca
de-a lungul unei grinzi Timoshenko pe fundatie elastica. Aceste lucrari au condus la ideea ca
vibratiile transversale ale unui subsistem inertial care se deplaseazd pe o strcuturd elastica
devine instabil daca viteza sistemului este mai mare decit o valoare anume, viteza critica, insa
nu s-a avansat nici o explicatie a acestui fenomen.

Primul care a explicat instabilitatea a fost Metrikine [9], care a facut legatura dintre
acest fenomen si undele Doppler anormale, radiate de obiectul mobil cand viteza depaseste
cea mai mica viteza de faza a undelor radiate [10].

Problema raspunsului instabil al unui sub-sistem mobil pe o structura elasticd a fost
studiat Tn mai multe lucrari [4, 6, 11-14] pentru diferite feluri de subsisteme mobile si
structuri elastice folosite pentru a modela sistemul tehnic vehicul-calea de rulare. Toate aceste
studii se ocupa cu calculul vitezei critice cand vibratia vehiculului devine instabila.
Principalul scop este de a gasi regiunile de instabilitate in spatiul parametrilor sistemului
considerat.

In cele ce urmeaza, atentia este centratd pe efectul dinamic dintre o masa si o grinda
Euler-Bernoulli pe fundatie vascoelastica datorat vibratiei instabile cu scopul de a raspunde la
intrebarea, ,,Ce se intampla cand miscarea devine instabila?”. Sistemul mecanic studiat poate
fi considerat ca unul dintre cele mai simple care este potrivit sd descrie interactiunea dintre
roatd si cale. Din acest motiv, este simulat efectul fortei statice precum si neliniaritatea
contactului roati-sini conform cu teoria lui Hertz. In aceste circumstante, raspunsul la
intrebarea de mai sus prezintd interes practic pentru ca avand cunostinte efective asupra
raspunsului unui vehicul instabil, existad posibilitatea de a evalua riscul potential si de a alege
cele mai bune solutii tehnice pentru a evita acest risc. Aceasta problema nu a mai fost studiata
in trecut.

Mai 1ntai, este important de a gasi viteza criticd a sistemului, adica limita dintre
vibratia stabild si cea instabild. Pentru aceasta, ecuatiile de miscare sunt rescrise intr-o
aproximare liniard, considerand ca are loc contactul permanent dintre masa mobila si grinda si
apoi, aplicand transformarea Laplace si utilizand metoda functiei Green, este obtinuta ecuatia
caracteristica. Aceasta tehnica de a obtine ecuatia caracteristica este diferitd de calea clasica
descrisd mai sus si nu presupune aplicarea transformarii Fourier (directa si inversd). Apoi,
viteza critica este calculata cu metoda descompunerii D. Cand miscare rotii devine instabila,
roata pierde contactul cu sina, insa forta statici o impinge 1n jos iar contactul cu sina este
restabilit. Astfel, vibratia roata-sina are un ciclu limita. Pentru a simula aceste efecte, ecuatiile
neliniare de miscare sunt integrate prin aplicarea metodei functiei Green [16, 17]. Aceasta
metodd are mai multe avantaje pentru ca ea permite simularea propagarii atit a undelor
Doppler normale cét si anormale. De asemenea, permite simularea neliniaritatii contactului
roata-sind. Simularea numerica cu aceastd metoda are ca scop sa se verifice acuratetea in
estimarea vitezei critice obtinuta prin metoda descompunerii D aplicatd ecuatiei caracteristice.
In al doilea rind, este analizat regimul dinamic in domeniul vitezelor supercritice si este
reliefatd influenta vitezei si a contactului hertzian neliniar.
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2. MODELUL MECANIC

Se considera cazul unei mase M care se misca uniform cu viteza V de-a lungul unei
structuri elastice unidimensionald de lungime infinitd, reprezentatd de o grindd Euler-
Bernoulli pe fundatie vascoelastica (v. figura 1).
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Fig. 1.

Grinda ia 1n considerare rigiditatea de incovoiere a sinei si masa caii incluzand masa
sinei, a traverselor (numai jumadtate) si jumatate din cea a balastului, Tn timp ce fundatia
vascoelastica reprezinta elasticitatea terasamentului. Masa mobild modeleaza roata si conform
teoriei neliniare a lui Hertz se introduce elasticitatea contactului. De asemenea, este simulata
sarcina statica si posibilitatea de desprindere a rotii de sina.

Ecuatiile de miscare pot fi scrise sub forma

Mz(t) = Qy — O(1) (1)
D, w(x,1)=0()é(x—Vt) (2)
o) 2/3
[EJ =[z()—wVt,H [H[z(t) - w(Vt,1)] (3)
unde Dy este operatorul diferential al grinzii Euler-Bernoulli pe fundatie vascoelastica
Dx’tzEI;%+m;—22+c%+k 4)

iar z(t) este deplasarea verticald a masei, w(x,#) este deplasare grinzii, x este coordonata de-a
lungul grinzii, ¢ - timpul, m si EI sunt masa pe unitatea de lungime si rigiditatea la incovoiere
a grinzii, c¢ §i k sunt vascoelasticitatea si rigiditatea pe unitatea de lungime a fundatiei, Q(?) si
Qo sunt forta de contact si sarcina statica, Cy reprezintd constanta lui Hertz si in fine, &.) si
H(.) sunt functia impuls a lui Dirac si functia treaptd unitara a lui Heaviside.

Conditiile la limita sunt
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lim w(x,t)=0 (5)
‘x—Vt‘%oo
Daca se considera
x=x-Vt. (6)

Dupa céteva calcule, se obtine din ecuatiile (2) si (3)

D, w(x;,1)=01)(x,) (7)

2/3
[%J = [Z(t)—W(O,t)]H[Z(t)_W(O’t)]“' (8)
H

unde operatorul diferential se obtine din ecuatia (4) prin inlocuirea operatorilor de derivare
dupa cum urmeaza

NN CRER o
De asemenea, conditiile la limita (5) devin
lim w(x;,1)=0 (10)

Trebuie subliniat faptul cd sistemul are doud surse de neliniaritate, una vine de la
contactul hertzian iar cealalta se produce cand masa se desprinde de grinda iar forta de contact
ajunge la zero.

3. Problema stabilitatii

Pentru a studia stabilitatea sistemului, ecuatiile de miscare trebuie sa fie reduse la o
aproximare liniara [18]. Se presupune deci ca masa si grinda sunt in contact permanent si in
plus caracteristica contactului este liniard. Deplasarile sistemului au doua componente, prima
componentd carcaterizeazd miscarea permanenta si este datd de sarcina staticd, iar a doua
componentd este componenta dinamicd care reprezintd perturbagia n raport cu miscarea
permanenta.

Extragand componentele miscarii permanente, ecuatiile de miscare (1, 7-8) se vor
reformula dupa cum urmeaza

MA3(t) =—AQ(1)

D, ,Aw(x,1) = AQ(D)S(xy) .. (11)
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AQ(1t) = ky[Az(t) — Aw(0,1)].. (12)

unde Az(t) si Aw(x;, t) sunt perturbatiile sistemului Tn jurul starii corespunzdtoare miscarii

permanente, ki =(3/2)-3/Q,C }21 este rigiditatea contactului hertzian iar AQ = Q(t)-Qo.
Conditiile la limita (10) devin

lim Aw(x,,t)=0. (13)

Pentru a obtine ecuatia caracteristicd a vibratiei masei mobile, se aplicad transformarea
Laplace 1n raport cu timpul ¢

AW(x,8) =[5 Aw(x;, t)exp(=ist)dr,  AZ(s) = [ Az(t)exp(—ist)dr ... (14)

unde s reprezinta argumentul complex al transformarii Laplace si i, = -1.
Mai departe, se obtin urmatoarele ecuatii

kg Ms*
2

D, Aw(x;,s)=-
ST+ Ky

AW(0,5)(x;) (15)

unde D

Implicit, conditiile initiale pot fi considerate nule pentru ca ele nu au nici o influenta
asupra problemei stabilitatii. In acest moment, metodele cunoscute [4, 6, 11-14, 19]
recomanda aplicarea tranformarii in raport cu x;. In loc de aceasta, preferam si dam solutia in
termeni dependenti de functia Green a operatorului diferential D s

,s se obtine din operatorul D, ; prin aplicarea tranformarii Laplace.

kHMs2

Aw(x,s)=—
: Ms* + ky

[5G (x1,6.$)AW(0,5)(5)dE

sau
ks Ms?
_KkgMS

2

Aw(x,s) =~
Ms* +ky

Aw(0, 5)G(x;,0, ) (16)

unde G(x1,,s) simbolizeaza functia Green.
Luand x; = 0, ecuatia (16) devine

~ kHMS2 ~
Aw(0,s) = —Z—AW(O, $)G(0,0,s) (17)
Ms” + ky

In general, AWw(0,s) # 0, si de aceea este obligatoriu s avem
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Ms® +k..,(s)=0... (18)

eqv
unde
ky 1

= - (19)
kyG(0,0,5)+1  G(0,0,5)+1/ky

keqV (s)

Dacad se ia s = 1€, atunci G(0, 0, iQ) reprezinta receptanta structurii in dreptul
punctului mobil. Pentru a gasi, keq(s), si in cele din urma pentru a rezolva ecuafia
caractersitica, este necesar sa se cunoasca functia Green a operatorului ecuatiei (15).

Functia Green a operatorului D,  are formele

G~ (x,&,5) = S A (E)exp(Ax;) pentru o < x; < &
i=1

(20)
4
G (x,E5)= YA (Eexp(Ax;)  pentru E<x <o,
i=p+1
Mai departe, a treia derivata a functiei Green are o discontinuitate in x; = &
dGT(E+0,E,5) d°G(E-0,E,5) 1
3 - 3 T @D
dx, dx, EI
Toate aceste conditii conduc la urmatoarea ecuatie matriceala
11 1 1 x| 0]
hobo kA X| | O )
BB E A0
_/113 A A /ﬁ__th_ | El ]

unde X; = A (Eexp( A& pentrui=1+psi X;=-A(E)exp(ME) pentrui=p + 1 + 4.
Matricea din ecuatia (22) are determinantul Vandermonde si de fapt, toti determinantii
sunt determinati astfel incat ecuatia (22) are urmatoarele solutii

1

X, =—7
EIH(ﬂk _ﬂ’i)
k=1

k#i

unde i=1+4. (23)

In fine, se obtine functia Green a operatorului D,
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1 2 exp[d (x,—&)]

G_(xl,df,s)z—_ . ,-0<x <&,

EIlIl H(ﬂ/k_ﬂ'i)

k=1

k#i

(24)
G+ (XI,g’S) _ _L % eX]Z[ﬂi(xl _5)] ’ &< X1 < 0.
El i=p+1 H(ﬂk _ﬂ’i)
o

Se poate concluziona cd functia Green este dependenta de vitezd si de aceea,
rigiditatea echivalentd Tmpreund cu solutiile ecuatiei caracteristice sunt de asemenea
dependente de viteza.

Revenind la ecuatia caracteristica (18), din punct de vedere matematic, sistemul pierde
stabilitatea cand cel putin o radacina a ecuatiei caracteristice isi schimbad semnul partii reale
de la minus la plus. Se aplica in mod obisnuit metoda descompunerii D [15] iar ecuatia (18)
poate fi reformulata astfel

k
M =— equ(s) (25)
S

Detaliile privind modul in care metoda trebuie aplicatd se vor prezenta mai tarziu. In
finalul acestei sectiuni, trebuie aratat faptul ca metoda descompuneii D a fost aplicata in
probleme de instabilitate ce se pot gasi in urmatoarele referintele [4, 6, 7, 9, 11-14].

4. SOLUTIA ECUATIILOR DE MISCARE

In aceastd sectiune se va prezenta solutia ecuatiilor de miscare care descriu vibratia
masei mobile pe structurd, solutie care se obtine printr-o procedura numerica pas cu pas cu
ajutorul metodei functiilor Green.

In baza teoremei de convolutie aplicatd ecuatiei (7), se poate gisi pentru deplasarea
grinzii relatia

w(x.0) = [ {80~ 1)0@)SE)AE T = ig(xl 0.i-0)0@dr  (26)

0—oo
unde g(x;, &, t- T) este functia Green a grinzii In domeniul timp exprimata in sistemul de
referintd mobil.

Pentru a rezolva ecuatia (3) a contactului dintre masa mobila si structura, este nevoie
de deplasarea grinzii n dreptul punctului mobil de contact

Ww(0,0) = 8(0,0,t = )Q(2)d 7 27)
0
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unde functia g(0, 0, —T) este calculata prin aplicarea transformarii inverse Fourier

2(0,0,t—7)= zi 1a(0,0,Q) expliQ(r — )4 (28)
T

—00

Functia Green pentru domeniul timp poate fi calculatd printr-o metodd numerica
descrisa de Krylov si Skoblya [20]. De exemplu, tinand seama de caracterul cauzal al
modelului structurii elastice, integrala din ecuatia (28) care da functia Green in domeniul timp
a deplasarii verticale a grinzii poate fi calculatd dupa cum urmeaza

2(0,0,1) = zi (0,0, ) expiarda =
T
(29)

oo oo W;
= 2 |Re (0,0, w) cos axd w = 2 Y. [P, (w)cosmxrdw,
T o ﬂ'izla)i_l

in care Py(®) este polinomul de interpolare a partii reale a functiei o, @y, ®y,...,0;,... cu @y =
0, este o partitie a frecventei unghiulare, iar #-T este inlocuit cu ¢ pentru simplificarea scrierii.
Integrala de sub sumi se rezolva utilizind metoda integrrii prin parti. In mod evident, se
calculeaza o suma trunchiata din motive practice.

Trebuie notat faptul ca structura alcdtuitd din grinda pe fundatie vascoelastica este
amortizata §i, ca urmare, raspunsul la un impuls se stinge dupa o anumita perioada de timp T
numiti perioada rispunsului tranzitoriu. In aceste conditii, deplasarea grinzii poate fi
aproximata prin

w00 = [2(0,0,—7)0(2)dT (30)

t-T

Introducand ecuatiile (25) si (27) sau (30) in ecuatia contactului (3), se obtine ecuatia
de mai jos cu precizarea cd aceasta este valabila atat timp cit masa si grinda sunt in contact

2/3
! ! Q@)
[h(t=D)[Qy - QD)7 - [ (0.0, —1)Q(r)d7 =| == (31)
0 I Cy
incareseiaty=0pentrut<Tsit;=¢-Tpentrut>T.
Considerand o partitie de timp — #o, t1, ..., t, (cu tp =0, t,=tsi At =t;-t;,;unde i = 1 +
n), ecuatia de mai sus poate fi refomulata astfel

; - 2/3
5 that, ~0)0, —0(0M7— 3 [g(0.0.1, —f)Q(f)df{Qg”)} 32)

=ty I=n; t; H

unde n; = 1 pentru ¢, > T si n;, =n —T/At + 1 in rest.

Presupunand ca ambele functii Green si forta de contact au o variatie liniard Tn timpul
intervalului de integrare [#.;, t;], si rezolvand integralele precedente, ecuatia contactului
devine
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vascoelastica
Q,/Cy*" +(a, +a,)Q, +S, +S,=0 (33)
unde
At(2g, + 8,-1) At(2h, +h,_;)
a, = s a, = )
6 6
At] n n-1

S, :Z|:_Z(28i-1+gi)Qi_1+._Z(28i+gi_1)Ql}, (34)

At[ n S
S. = é[a (2h,_, +h)Q; | —3(h;_ +h)Q, + §(2h,- +h )Ql}

cu precizarea ca h; = h(t, - t;), gi= g(0, 0, t,- t;) si Q; = Q(t;). Se obtine forta de contact prin
rezolvarea numerica pe o cale iterativa a ecuatiei (39) si apoi se calculeaza deplasarea grinzii
si cea a rotii.

5. APLICATIE NUMERICA

In cele ce urmeaza se efectueazi o analizi numerica a vibratiei instabile a unei mase
mobile pe o structura elastica utilizand modelul si metodele prezentate in sectiunile anterioare.
Parametrii fizici luati Tn calcul sunt prezentati in Tabelul 1. Constanta lui Hertz corespunde
curburilor sinei UIC 60 si rotii cu diametrul de 1 m cu profil conic.

Tablelul 1
Parametrii fizici considerati
Masa pe unitatea de lungime a grinzii m = 3800 kg/m
Rigiditatea la incovoiere EI = 6.42 MNm’
Rigiditatea pe unitatea de lungime a fundatiei k=7 MN/m’
Amortizarea viscoasa pe unitatea de lungime a fundatiei ¢ = 65.24 kNs/m®
Masa obiectului in miscare (roatd) M=1272 kg
Sarcina statica 0o =80 kN
Constanta lui Hertz Cyi = 96.38GN/m*”
Rigiditatea contactului Ky=1.359 GN/m

Parametrii grinzii au fost calculafi pe baza rezultatelor obtinute din masuratori facute
pe o cale construitd pe un sol moale. In acest caz, lisarea sinei sub sarcina statici atinge
aproximativ 5 mm asa cum au aratat Madshus si Kaynia [2]. Viteza minima de faza a undelor
este cuprinsa intre 150 si 235 km/h [1, 2]. In cazul nostru, rigiditatea fundatiei corespunde
unei lasari a sinei de 4.13 mm sub o sarcind statica de 80 kN. Apoi, plecand de la ecuatia
vitezei minime de fazd, V,;, = (4kEI/m2)1/4, se obtine masa pe unitatea de lungime a grinzii.

Mai intéi, pentru a ardta proprietatile structurii elastice, se calculeaza receptanta grinzii
in punctul mobil respectiv viteza critica utilizdnd ecuafia caracteristicd §i metoda
descompunerii D.
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5.1. RECEPTANTA GRINZII

Se utilizeaza receptanta pentru ca analiza 1n timp este bazatd pe functia Green care se
obtine din aceasta. Se pot stabili anumite corelatii intre partea reald §i cea imaginard a
receptantei pe de o parte si regimul dinamic al grinzii, pe de alta.

Figura 2 aratd partea reala si cea imagniard a receptantei in punctul de miscare ca
functii de frecventa.

S-a ales domeniul de frecventa intre O si 60 Hz iar viteza intre 0 si 250 m/s. La viteza
mica, partea reald a receptantei este pozitiva pentru frecvente joase si schimba semnul cand
frecventa este mai inaltd. Daca viteza creste, domeniul de frecventa in care partea reald este
pozitiva devine din ce in ce mai larg, si in cele din urma ajunge sa ocupe intregul domeniu
luat in calcul. Partea imaginara a receptantei este negativa pentru toate vitezele mai mici de 64
m/s. Peste aceastd valoare, apare un domeniu de frecvenfd in care partea imaginara a
recepatntei este pozitiva iar limitele acestui domeniu se extind pe masura ce viteza creste.
Trebuie sa fie mentionat faptul cd viteza minima de faza a undelor de incovoiere este de 60
m/s pentru grinda pe suport fard amortizare.

Se poate observa ca schimbarea de semn a partii imagniare a receptantei este rezultatul
undelor Doppler anormal radiate de grinda, la viteze mai mari de V), (care este 64 m/s in loc
de 60 m/s datorita amortizarii fundatiei).

)]

w10

Real part (m/M)

30

200 ' 40

a0
Spead (mis) 250 gp Frequency (Hz)

()

Irnaginary part (/M)

30

N . -
a0
Speed (m/'s) 280 g Fraguency (Hz)

Fig. 2.
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In consecinta, grinda prezinti asa-numita viscozitate negativa in punctul mobil ceea ce
inseamnd ca este indeplinitd conditia necesara aparitiei instabilitatii unui mobil care s-ar
deplasa pe grinda.

Coroborand aspectele ridicate de partea reala si cea imaginara ale receptantei la viteze
inalte, rezultd ca in punctul mobil grinda se comportd ca un element elasto-vascos a carui
vascozitate este dependentd de frecventa si poate lua valori negative intr-un anumit domeniu
de frecventa.

Figura 3 prezintda modulul receptantei grinzii in punctul mobil. Rezonanta grinzii sub
o sarcind stationara (V = 0) are loc la 8.7 Hz, dar frecventa de rezonanta descreste continuu pe
masura ce viteza creste de la 50 m/s. La aceasta viteza, rezonanta grinzii dispare $i mai apare
doar dupa ce viteza fortei de excitatie depaseste 60 m/s.

Receptance [m/M)

30

200 40

50
Speed {m/s) 280 g Frequency (Hz)

Fig. 3.

Mai departe, frecventa de rezonanta a grinzii creste o data cu viteza. Pe de altd parte,
se poate vedea ca varful de rezonanta are tendinta de a descreste.

5.2. VITEZA CRITICA

Viteza criticd corespunde limitei dintre stabilitatea si instabilitatea vibratiei
masei mobile pe grinda rezemata elastic; pentru a stabili aceastd limita, ecuatia caracteristica
trebuie rezolvatd folosind metoda descompunerii D.

Figura 4 arata doua curbe ale descompunerii D corespunzatoare contactului elastic si
respectiv contactului rigid dintre masa mobila si grinda. Partea umbritd a liniilor este legata de
partea dreapta a axei imaginare a planului complex (s).

Cand linia este traversata in directia partii umbrite, trebuie addugatd o radacind cu
partea reald pozitiva. Pe de alta parte, se observa ca linia intersecteaza axa reala a planului
complex (M ) de doua ori in punctul corespunzator masei M = 1272 kg.
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Numarul radacinilor ,,instabile” se stabileste plecand de la observatia ca punctul (0, 0)
al planului apartine zonei stabile, ceea ce implica ca nu avem masa mobila, iar apoi se aplica

regula mai sus enuntata.

Au fost efectuate mai multe simuldri numerice pentru diferite viteze V pentru a stabili
precis punctul de intersectie corespunzator masei M considerata in aplicatii si s-au obtinut
vitezele de 220 si 220,5 m/s. Frecventele la limita de stabilitate sunt 47,87 si respectiv 52,09

Hz.

Se trage concluzia ca 1n cazul contactului elastic viteza critica si frecventa sunt mai

Traian Mazilu, Cristina Tudorache

mici prin comparatie cu situatia in care contactul este rigid.
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5.3. ANALIZA IN DOMENIUL TIMP

Obiectivul principal este de a analiza efectul dinamic cauzat de pierderea stabilitafii
cand viteza depdseste viteza critica.

Pentru a atinge aceast obiectiv, se aplica metoda functiei Green care permite analiza in
timp a miscarii masei. Intervalul de frecventad ales se intinde de la O la 2 kHz iar pasul de
integrare a fost stabilit la 0,2 Hz. Pasul de timp pentru integrarea ecuatiilor de miscare este de
1/30 ms. Calculul s-a efectuat luand in considerare un regim tranzitoriu de 1 s.

Figura 5 arata functia Green pentru analiza in timp in punctul mobil la viteza de 220
m/s. Intregul raspuns pare si se atenueaze dupi o lege exponentiald si este dominat de
frecventa corespunzatoare valorii de varf a receptantei la aceasta viteza.
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Fig. 5.

Valoare maxima a raspunsului in timp este de cca. 0,375 wm/(Ns) dar dupa o secunda
amplitudinea scade la mai putin de 1/5150 din valoarea eficace calculatd pentru aceasta
perioada.

Figura 6 prezinta forta de contact dintre masa mobila si grinda la trei viteze si anume:
219,5, 220 si 220,5 m/s, cu scopul de a puncta tranzitia de la regimul stabil la cel instabil.

Se reaminteste cd s-au considerat conditiile initiale corespunzatoare contactului
geometric dintre masa si grinda: cele doua corpuri nu sunt deformate iar forta de contact este
nuld. Ca urmare, sistemul are energie potentiala care excita vibratia transversala cand incepe
migcarea masei.

Se poate observa cu usurintd ca raspunsul este atenuat la viteza de 219,5 m/s, in timp
ce vibrograma de la 220,5 m/s indicd o crestere a vibratiei.
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In fine, la 220 m/s, amplitudinea fortei de contact este practic constantd, ceea ce aratad
ca aceasta este viteza critica si In mod evident acest rezultat este in concordanta cu cel obtinut
prin analiza radacinilor ecuatiei caracteristice cu ajutorul metodei descompunerii D.

Figura 7 prezintd raspunsul masei si al grinzii in punctul mobil de contact la viteza
criticd. Amplitudinea vibratiei nu se modifica si acest aspect confirmd din nou valoarea
vitezei critice. Practic, vibratia este armonica si frecventa ei corespunde valorii deja calculate.

Deplasarea masei este mai mare decit cea a grinzii in punctul mobil de contact din
cauza elasticitatii contactului.
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Cand miscarea masei de-a lungul grinzii devine instabila, regimul dinamic se modifica
in mod radical asa cum se poate vedea in figura 8. Aici, deplasarea masei si a grinzii in
punctul de contact, precum si forta de contact sunt prezentate pentru viteza de 250 m/s.

Raspunsul sistemului are doud parti distincte: regimul tranzitoriu si regimul
permanent. Regimul tranzitoriu poate fi impartit in doud secvente. In timpul primei secvente,
masa este in contact permanent cu grinda insa amplitudinea creste continuu.
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Frecventa vibratiei este in jur de 62,6 Hz. In cele din urmi, se pierde contactul si
incepe cea de a doua parte a regimului tranzitoriu. De aceasta data, regimul dinamic este
caracterizat de o crestere exponentiald a amplitudinii si sunt inregistrate cele mai mari valori.
In final miscarea se stabilizeazi la o amplitudine mai mici si devine periodicd — regim
permanent. Raspunsul in timp poate fi vazut in detaliu in figura 9.

Figura 10 prezinta forta de contact pentru trei valori supracritice ale vitezel, respectiv
223, 226 si 229 m/s, pentru a scoate 1n relief influenta vitezei. Aceste valori nu sunt asa de
departate de viteza critica ca cea de la simularea precedenta. Dupa cum se poate vedea, o
schimbare mica a vitezei conduce la schimbari importante ale regimului dinamic.

Regimul tranzitoriu devine mai scurt cand viteza creste. De asemenea, amplitudinea
regimului permanent este modulata spre deosebire de cazul vitezei mari supracritice. Marimea
fortei de contact scade o data cu cresterea vitezei.
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Pentru a intelege acest ultim neasteptat aspect trebuie sd se mentioneze ca frecventa
regimului permanent creste continuu odatd cu viteza, pentru ca grinda devine mai rigida in
punctul mobil; din aceastd cauza, perioada miscarii devine mai mica cand masa se desprinde
de grinda. Masa atinge o indlfime mai mica si in consecinta, forta de impact dintre masa si
grinda descreste.

Cauza vibratiei modulate care caracterizeaza regimul permanent la viteze supracritice
mici este contactul neliniar hertzian. Pentru a dovedi acest lucru, se poate observa figura 11,
in care este prezentata forta de contact pentru aceleasi viteze, dar luand in calcul ipoteza
contactului liniar.

Rigiditatea contactului a fost calculata astfel Tncat caracteristica sa contina punctul de

deformare &) datd de sarcina staticd Qp , adicd. ky =Q,/J, =3 QOC}ZI . Se pot face trei

observatii.

Mai 1intdi, regimul tranzitoriu este mai scurt in cazul contactului liniar pentru ca
sistemul are o viteza criticd mai mica datoritd contactului care este mai elastic. In al doilea
rand, forta de contact este mai mica in timpul regimului permanent.

Aceastd diferentd ar putea fi explicatda de faptul ca contactul neliniar hertzian are o
caracteristica rigida. In fine, in al treilea rind, asa cum s-a anticipat, regimul permanent nu are
aspectul unei vibratii modulate.
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6. CONCLUZII

In acesta lucrare s-a folosit modelul simplu al unei mase mobile pe o grindi rezemati
pe o fundatie elastica pentru a pune 1n evidentd principalele caracteristici ale regimului
dinamic generat de pierderea stabilitafii datorita undelor Doppler anormale excitate in grinda.
Acesata problema este noua in domeniul studiilor ,,fortei mobile” si ea ar putea fi interesanta
pentru toate cazurile 1n care viteza trenurilor moderne depaseste viteza de faza a undelor
elastice pe care acestea le induc in structura cdii. Pentru aceasta, modelul format din masa
mobild si grinda ia in considerare caracteristica hertziand de contact precum si posibilitatea
pierderii contactului.

Solutia numerica a ecuatiilor neliare este obtinuta prin aplicarea metodei functiilor
Green. Problema instabilitdtii vibratiei unei mase mobile a fost rezolvata plecand de la ecuatia
caracteristica asociatd aproximarii liniare a ecuatiilor de miscare si prin aplicarea metodei
descompunerii D. Ecuatia caracteristica este obtinuta prin (i) utilizarea transformarii Laplace
si (ii) prin aplicarea metodei functiei Green pentru a rezolva ecuatia transformati. In acest fel,
a fost obtinutd o anumitd valoare a vitezei critice care a devenit valoare de referin{d pentru
rezultatele integrarii numerice.

Simularea numericd a aratat cd vibratia masei este periodica cand aceasta se misca la
viteza critica determinata anterior prin metoda descompunerii D. Daca viteza masei este putin
diferitd de cea critica, atunci fie vibratia este atenuatd, fie amplificatd dupd cum viteza este
mai micd ori mai mare decat cea criticd. Se confirma cu exactitate rezultatele obtinute prin
integrarea numerica a ecuatiilor neliniare de miscare. Cind masa se miscd la o viteza
spracritica si vibratia ei devine instabila, raspunsul in timp ia forma unui ciclu limita datorat
actiunii a doi factori opusi: undele Doppler anormale, care pompeazd energie la interfata
dintre masa mobila si grinda, fortand in acest fel ca masa sa se desprinda de grinda, si sarcina
statica care Tmpinge masa in jos. In acest fel, ciclul limitd este caracterizat de o succesiune de
socuri intre masa si grinda. Frecventa acestor socuri creste la viteze mai mari si, in consecinta,
marimea fortei de impact descreste. Ciclul limitd este precedat de un regim tranzitoriu a carui
frecventd este mai mare si forfa de impact atinge valoarea sa maxima. Se poate trage
concluzia ca regimul cel mai periculos este atunci cand viteza masei este egalda cu viteza
critica.

Domeniul vitezelor supracritice poate fi Impartit in doud zone: zona vitezelor
supracritice joase cand ciclul limita este modulat de influenta caracteristicii hertziene a
contactului neliniar §i zona vitezelor supracritice Inalte cand aceasta influenta nu mai este
sesizabila. Cand contactul dintre masa si grinda este modelat printr-un arc liniar, ciclul limita
este periodic la toate vitezele supracritice. Pentru a obtine o estimare corectd a fortei de
impact, este necesar sa fie luata in calcul influenta contactului hertzian neliniar. Dupd cum s-a
menfionat mai 1inainte, modelul masei mobile de-a lungul unei grinzi pe fundatie
vascoeleasticd reprezintd unul dintre cele mai simple modele folosite pentru interactiunea
dintre un vehicul feroviar si calea de rulare. De aceea, rezultatele din acest articol sunt numai
calitative. Scopul este de a da o imagine intuitiva si usor de inteles a regimului de instabilitate.

Concluzii calitative pot fi adaptate de la modele care iau in considerare gradele de
libertate ale vehiculului, incluzand efectul boghiului, si pe de alta parte, influenta undelor de
suprafatd Rayleigh excitate de vehicul in subsolul caii. [24 - 25].
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