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Rezumat: Lucrarea se ocupă cu studiul interacţiunii dintre o osie elastică care rulează 

pe o cale cu pat de balast afectată de uzură ondulatorie. Osia este modelată printr-o grindă 

Timoshenko cu corpuri rigide ataşate. Calea este redusă la o şină modelată printr-o grindă 

infinită rezemată pe suporţi discreţi echidistanţi. Ecuaţiile de mişcare sunt rezolvate prin metoda 

matricei Green a căii. Mai întâi, este analizat regimul permanent de vibraţie datorat excitaţiei 

parametrice a traverselor. Apoi sunt prezentate aspecte ale vibraţiilor cauzate de uzura 

ondulatorie scurtă: caracterul modulant al vibraţiei, influenţa efectului Doppler şi influenţa 

rigidităţii contactului roată-şină.  

Cuvinte cheie: roata, sina, uzura ondulatorie, matricea Green a caii, rezonanta 

parametrica, modulare, efectul Doppler 

 

Abstract: The paper deals with the study of the interaction between an elastic wheelset 

moving along a ballasted track affected by the rail corrugation. The wheelset is modeled as a 

Timoshenko beam with attached rigid bodies. The track is reduced to a rail modelled as an 

infinite Timoshenko beam resting on discretely equidistant supports. The equations of motion are 

solved by means of the Green’s matrix of the track method. First, the steady-state behaviour due 

to the parametric excitation of the sleepers is analysed. Then, the aspects of the vibration due the 

corrugation are presented: the modulation, the influence of the Doppler effect and the influence 

of the wheel/rail stiffness contact.    

Keywords: wheel, rail, corrugation, track's Green matrix, parametric resonance, 

modulation, Doppler effect 

1. INTRODUCERE 

După cum se ştie, uzura ondulatorie este un defect specific al suprafeţei de rulare a 
şinei care îmbracă forma unor unduiri regulate pe suprafaţa ciupercii. Aceste unduiri pot avea 
diferite lungimi de undă, aspect care  permite diferenţierea uzurii ondulatorii după cele trei 
tipuri: scurtă, medie şi lungă.  

 
În cele ce urmează, atenţia va fi concentrată în principal asupra vibraţiilor induse de 

uzura ondulatorie scurtă pentru că efectele acesteia sunt cele mai serioase implicând emisia 
puternică de zgomot, slăbirea rezistenţei mecanice a aparatului de rulare şi a căii, în special a 
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aparatului mărunt de cale, a şinelor şi a traverselor, precum şi fărâmiţarea patului de balast, 
având drept consecinţă tasarea căii cu modificarea geometriei acesteia.  

Uzura ondulatorie scurtă are domeniul lungimilor de undă cuprins între 30 şi 100 mm. 
Aceasta afectează de regulă calea în aliniament sau curbele cu rază mare de curbură. Ea poate 
să apară când pe un fir al căii, când pe celălalt ori pe amândouă şi aceasta se întâmplă pe 
anumite zone ale căii, în timp ce pe altele, aparent identice, ea nu apare. Forma regulată sub 
care apare face posibilă reprezentarea ei printr-o simplă funcţie armonică de forma  
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în care r0 este amplitudinea, Λ este lungimea de undă, iar V este viteza de deplasare. 

Uzura ondulatorie scurtă este semnalată pentru prima dată la sfârşitul secolului al 
XIX-lea în Anglia şi Statele Unite şi ea a fost studiată de numeroşi cercetători dintre care se 
citează aici (dintr-o lungă listă) doar pe Alias [1], Grassie şi Kalousek [2, 3], Hempelmann şi 
Knothe [4], Muller [5], Nielsen [6, 7].  

Este interesant să se precizeze că asupra cauzelor exacte ale producerii uzurii 
ondulatorii scurte nu există o unanimitate de păreri şi nici o tratare teoretică nu explică toate 
aspectele problemei. În general, se acceptă ideea că apariţia uzurii ondulatorii scurte este în 
legătură cu vibraţia parametrică a sistemului roată şină generată de variaţia rigidităţii căii 
datorită traverselor.  

Trebuie spus faptul că în cazul rulării roţii pe şină cu uzură ondulatorie, excitaţia 
parametrică datorată traverselor se suprapune peste vibraţia iniţiată de uzura ondulatorie iar 
efectul constă în apariţia unei modulări în amplitudine în care unda purtătoare este vibraţia de 
înaltă frecvenţă, iar unda modulată este vibraţia excitată parametric. Unda purtătoare şi unda 
modulată au câte un spectru de frecvenţă, iar rezultatul modulării este suprapunerea celor 
două spectre care poate amplifica regimul de vibraţie al sistemului roată-şină. Aspecte ale 
acestui regim de vibraţii au fost studiate de Nordborg [8], Hou, Kalousek şi Dong [9], Wu şi 
Thompson [10]. 

În această lucrare sunt tratate o serie de aspecte esenţiale legate de regimul dinamic al 
unei osii cand rulează cu viteză constantă pe o cale cu uzură ondulatorie. Pentru acest scop, 
modelul osiei constă dintr-o grindă Timoshenko (care ia în considerare efectul rotirii 
secţiunilor din cauza forţei tăietoare precum şi efectul inerţial al rotirii secţiunilor în timpul 
încovoierii) de care sunt fixate discuri rigide reprezentând cutiile de osie, roţile şi discurile de 
frână. Calea de rulare este redusă la o şină pe suport elastic discret în virtutea simetriei 
geometrice şi dinamice (aceleaşi forţe de interacţiune pe cele două şine). Şina este modelată 
printr-o grindă uniformă Timoshenko de lungime infinită care reazemă pe suporţi elastici 
echidistanţi, fiecare din aceştia reprezentând suportul de şină, traversa şi terasamentul. 
Modelul discret al reazemelor elastice ale şinei este nou şi permite simularea interacţiunii 
dintre osie şi cale pe un domeniu extins de frecvenţă. Soluţia ecuaţiilor de mişcare este 
obţinută pe cale numerică prin aplicarea metodei matricei Green a căii [11-13]. 

2. MODELUL MECANIC ŞI ECUAŢIILE DE MIŞCARE 

Se consideră o osie montată care se deplasează cu viteză constantă pe calea de rulare. 
În condiţiile de simetrie geometrică şi mecanică, cu luarea în calcul numai a modurilor proprii 
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de încovoiere simetrică ale osiei, modelul care descrie interacţiunea dintre osia montată şi 
calea de rulare se poate reduce la cel al unei roţi care rulează pe o şină conform figurii 1. 
 

 
Fig. 1. Modelul vibraţiilor roată-şină:  

1. şină; 2. suport de şină; 3. traversă; 4. balast; 5. terasament; 6. roată; 7. contact hertzian. 
 

Osia montată este prevăzută cu două cutii de osie şi 4 discuri de frânare de la un vagon 
de călători (fig. 2). Neglijând variaţiile de diametru ale osiei care sunt relativ mici, se va 
modela osia printr-o grindă uniformă Timoshenko. 

 
Fig. 2. Modelul osiei montate: 

1, 8 - cutii de osie; 2, 7 - roţi; 3, 4, 5, 6 - discuri de frână. 
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Mişcarea osiei este raportată la triedrul fix Oyz având originea în dreptul unui capăt al 

osiei. Deplasările osiei sunt descrise de vectorul coloană 
 

[ ]T),(),(),(q tytyutxa ϕ= ,                                           (1) 

 
unde u(y, t) şi ϕ(y, t) sunt deplasarea verticală şi rotaţia secţiunii transversale a osiei la 
distanţa y de referenţial.  

Parametrii modelulului osiei sunt după cum urmează: modulul de elasticitate 
longitudinal E, modulul de elasticitate transversal µ, densitatea ρ, lungimea osiei l, masa pe 
unitatea de lungime ma, aria secţiunii transversale Sa, momentul de inerţie al secţiunii Ia şi 
coeficientul de forfecare κa.  

 Roţile, cutiile de osie şi discurile de frână sunt considerate corpuri rigide ataşate osiei. 
Se ia în considerare atât inerţia de translaţie, cât şi inerţia de rotaţie în jurul axei longitudinale, 
perpendiculară pe osie.  

Corpurile sunt identificate printr-un indice ce însoţeşte simbolurile parametrilor. 
Astfel, corpul ‘i’ (i = 1÷8) are masa Mi şi momentul de inerţie Ji şi se află la distanţa ei de 
capătul osiei.  

 Considerând sarcina statică pe roată Q0 şi forţa normală de contact Q(t), aceleaşi pe 
ambele roţi, atunci ecuaţiile de mişcare ale osiei montate sunt date sub formă matriceală de  
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unde Ta

y,t şi Fi,t sunt operatori matriceali diferenţiali, qa
i = qa(ei, t) este vectorul coloană care 

conţine deplasările osiei în secţiunea ei, iar  
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cu ∆y= δ(y-f1)+δ(y-f2) este vectorul coloană al forţelor care acţionează asupra osiei. 

Operatorii matriceali din ecuaţia de mişcare (2) sunt de forma 
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 Condiţiile la limită sunt de tipul grindă liberă la capete, ceea ce impune ca forţa 
tăietoare şi momentul de încovoiere să fie nule la ambele extremităţi ale osiei  (y = 0 şi y = l)  
 

0=−
∂

∂
ϕ

y

u
, 0=

∂

∂

y

ϕ
.                                                 (6)                                

 
Modelul mecanic al căii (v. fig. 1) este alcătuit dintr-o şină aşezată pe reazeme elastice 

echidistante constând din suport de şină, semitraversă, balast şi terasament. Prin aceasta, se 
consideră calea drept o structură simetrică în raport cu axa ei şi se neglijează cuplajul dintre 
cele două şine ale căii. Mişcarea se raportează la sistemul de referinţă Oxz a cărui origine se 
află în dreptul axei neutre a şinei. Faţă de acest referenţial, reazemul elastic i se află la distanţa 
si. Asupra şinei, în secţiunea situată la distanţa x0 de reper, acţionează o forţă armonică cu 
amplitudinea Q şi pulsaţia ω.  
 Şina este modelată ca o grindă infinită Timoshenko având umătoarele caracteristici: 
masa pe unitatea de lungime m, aria secţiunii transversale S, momentul de inerţie al secţiunii 
transversale I, densitatea materialului (oţel) ρ, modulul de elasticitate longitudinal E, modulul 
de elasticitate transversal µ, coeficientul de forfecare al secţiunii κ şi distanţa de la fibra 
neutră la suportul de şină h.  

Deplasarea verticală a unei secţiuni a şinei este w(x,t) iar rotaţia acesteia este θ(x,t); 
cele două mărimi sunt reunite în vectorul coloană 
 

[ ]T),(),(),(q txtxwtx θ= .                                           (7) 

 
 Suportul de şină este modelat prin trei sisteme Kelvin-Voigt care corespund 
deplasărilor longitudinală şi verticală, respectiv rotaţiei în plan vertical-longitudinal. 
Constantele elastice sunt notate cu kx, kr şi kα, iar cele de amortizare vâscoasă, cu cx, cr şi cα. 
 Semitraversa este considerată un corp rigid cu trei grade de libertate: translaţie 
verticală zi(t), translaţie longitudinală (de-a lungul şinei) xi(t) şi rotaţie αi(t) în jurul axei 
transversale (perpendiculară pe şină). Masa semitraversei este Mt, iar momentul de inerţie în 
jurul axei de rotaţie este Jt. Semitraversa este prinsă de şină prin suportul de şină al cărui plan 
de lucru se află la distanţa h1 de centrul de masă al semitraversei.  

Influenţa inerţială a balastului asupra mişcării traversei este modelată printr-un rigid 
de masa Mb care se deplasează cu ui(t) pe direcţie verticală.  

Elasticitatea şi amortizarea balastului sunt luate în considerare prin 3 sisteme Kelvin-
Voigt, în mod asemănător modelului suportului de şină. Caracteristicile sistemelor reologice 
sunt rigidităţile kl, kb şi kβ şi constantele de amortizare vâscoasă cl, cb şi cβ. 

Terasamentul este modelat printr-un sistem Kelvin-Voigt în paralel cu un sistem 
Maxwell având rigidităţile ks şi ks1 şi constantele de amortizare vâscoasă cs şi cs1. Deplasarea 
“ascunsă” introdusă de sistemul Maxwell este vi(t).  

Deplasările aparţinând reazemului elastic i sunt organizate sub forma unui vector 
coloană  
    

[ ]T)()()()()()( tvtuttztxt iiiii
s
i α=q ,                              (8) 

 
iar poziţia şinei în dreptul aceluiaşi reazem este dată de  
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[ ]T),(),()( tstswt iii θ=q .                                           (9) 

 
Ecuaţiile de mişcare se pot scrie sub formă matriceală 
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este vectorul coloană al forţelor care acţionează asupra şinei.  

Avem următorii operatori în ecuaţiile căii de rulare: Tx,t este operatorul matriceal al 
grinzii Timoshenko şi At, Bt, Ct sunt matrice diferenţiale 
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Condiţiile la limite sunt  
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În fine, se consideră condiţii iniţiale nule. 

 Ecuaţia contactului mecanic roată-şină face legătura între forţa normală de contact şi 
apropierea roată-şină conform teoriei lui Hertz 

 

[ ] [ ])()(/)( 3/2
H tztzCtQ δδ σ= ,                                         (18) 

 
unde zδ este apropierea dinamică dintre roată şi şină, CH este constanta lui Hertz, iar σ[.] este 
funcţia treaptă unitară a lui Heaviside.  
 Apropierea dinamică roată-şină este de forma 
 

)(),()()( VtartVtawtztz +−+−=δ ,                                  (19) 

 
în care z(t)=u(e2,t) este deplasarea verticală a roţii, iar r(a+Vt) este deplasarea relativă roată-
şină cauzată de neregularităţile suprafeţelor de rulare.  
 Soluţia ecuaţiilor de mişcare se obţine cu ajutorul metodei matricei Green a căii       
[10-13]. 

3. APLICAŢIE NUMERICĂ 

În această secţiune sunt prezentate o serie de rezultate obţinute prin simulare numerică 
bazată pe rezolvarea ecuaţiilor de mişcare ale modelului descris în secţiunea anterioară.  

Pentru înţelegerea caracterului vibraţiilor roţii pe şină în prezenţa uzurii ondulatorii, 
este necesar să se cunoască câteva aspecte ale regimului permanent de interacţiune, când 
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vibraţiile au o excitaţie de origine parametrică. În continuare, sunt analizate vibraţiile roţii pe 
şina afectată de uzura ondulatorie. 

 
Regimul permanent de vibraţie. Când o roată rulează pe şină sub acţiunea unei 

sarcini constante şi se deplasează în condiţii ideale, fără neregularităţi pe suprafeţele de rulare, 
cu viteză constantă, mişcarea roţii va fi acompaniată de o vibraţie periodică generată de 
variaţia rigidităţii căii. Acesta este regimul permament de vibraţie roată-şină. Perioada acestei 
mişcări este egală distanţa dintre două traverse alăturate raportată la viteza de deplasare a 
roţii.  

Regimul permanent de vibraţie este un caz ipotetic în care forţa dinamică de contact 
roată-şină este minimă. Studiul regimului permanent de vibraţie este important pentru 
înţelegerea fenomenul de modulare a vibraţiilor roată-şină care se produce în condiţii reale de 
rulare, când suprafeţele de rulare nu sunt netede, ci rugoase.    

Figura 3 arată deplasările roţii şi şinei în punctul de contact cu roata în timpul 
regimului permanent de vibraţie la viteza de 48 m/s. Mişcările roţii şi şinei sunt asemănătoare, 
cu deosebirea că deplasarea roţii este mai mare datorită elasticităţii contactului. Valorile 
minime sunt atinse la mică distanţă după ce roata a trecut de traversă şi acest lucru semnifică 
tendinţa roţii de a se desprinde de şină. Frecvenţa mişcării este 80 Hz, valoare  apropiată de 
frecvenţa de rezonanţă a roţii pe şină (modul rigid de vibraţie).    

 
 

Fig. 3. Regimul permanent de vibraţie la 48 m/s: 
—, roata; - - -, şina; □, poziţia traversei. 

 
Evoluţia forţei de contact în lungul căii şi spectrul de frecvenţă sunt prezentate în 

figura 4 pentru 24 şi respectiv, 48 m/s. Diagramele evidenţiază diferenţe notabile privind 
comportamentul sistemului roată-şină la cele două viteze. Astfel, când osia rulează pe cale cu 
viteza de 48 m/s, forţa de contact variază între 64,8 kN şi 75,4 kN, pentru ca la 24 m/s 
variaţiile să fie semnificativ mai mici, între 68,1 şi 71,4 kN. Alura evoluţiei forţei este diferită. 
La 48 m/s, forţa de contact are o singură oscilaţie între două traverse, în timp ce la 24 m/s se 
pot vedea două astfel de oscilaţii.  

Diferenţe importante se pot observa şi în ceea ce priveşte spectrul forţei. În general, 
amplitudinea componentelor spectrale este mult mai mare la 48 m/s. De pildă, cea mai 
importantă componentă spectrală are 5,48 kN la 48 m/s şi numai  0,97 kN la 24 m/s. Pe lângă 
aceasta, este interesant şi faptul că la 24 m/s, componenta cea mai tare nu este fundamentala 
ca la cealaltă viteză, ci a doua componentă.  

 Pe de altă parte, în ambele situaţii, forţa de contact atinge valoarea minimă în dreptul 
traverselor, ceea ce indică sub altă formă tendinţa roţii de a se desprinde de şină. Mai mult, tot 
în zona traverselor, forţa de contact are variaţia cea mai mare ca urmare a variaţiei rigidităţii 
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căii. Aceste aspecte explică în mare măsură de ce uzura ondulatorie scurtă este iniţiată cel mai 
adesea în zona traverselor.   
 

 
 

Fig. 4. Forţa de contact:  a) de-a lungul căii, - - -, la 24 m/s ; —,  la 48 m/s ; 
b) spectrul, •, V = 24 m/s ; ○, V = 48 m/s. 

 
Aceleaşi observaţii pot fi făcute asupra diferenţelor de regim dinamic la  vitezele de 16 

şi 32 m/s (fig. 5). Trebuie menţionat că frecvenţa parametrică dată de distanţa dintre traverse 
la viteza de 32 m/s este de 53,3 Hz şi ea este foarte apropiată de frecvenţa de rezonanţă a osiei 
pe cale datorată primului mod propriu de încovoiere. Forţa de contact variază între 68,7 kN şi 
70,8 kN la 16 m/s şi între  66,9 şi 72,3 kN dacă osia rulează cu 32 m/s. Totodată, cele mai 
importante componente spectrale au amplitudinea de 0,43 kN (a doua armonică, la 16 m/s) şi, 
respectiv, 2,38 kN (armonica fundamentală, la 32 m/s).  

Trebuie observat faptul că în ambele situaţii analizate mai sus, frecvenţa parametrică 
la viteza mai mare coincide cu una din frecvenţele proprii ale sistemului. Se produce astfel 
rezonanţa parametrică care explică pe de o parte valorile mari ale variaţiei forţei de contact, 
iar pe de alta, de ce componenta fundamentală a spectrului este dominantă.  

Vitezele mici luate în calcul sunt jumătate din vitezele la care se produce rezonanţa 
parametrică. Frecvenţa excitaţiei parametrice ajunge în mod corespunzător la jumătate din 
frecvenţa rezonanţei parametrice. În schimb, frecvenţa celei de a doua componente armonice 
a spectrului va fi egală cu frecvenţa rezonanţei parametrice. Se produce rezonanţa 
subarmonică 1/2, iar spectrul de frecvenţă va fi dominat de armonica a doua. 
 

 
 

Fig. 5. Forţa de contact:  a) de-a lungul căii, - - -, V = 16 m/s; —, V = 32 m/s; 
b) spectrul, •, V = 16 m/s; ○, V = 32 m/s. 

 
O evaluare globală a regimului permanent de vibraţie se obţine din reprezentarea 

valorii eficace a forţei de contact în funcţie de viteză (fig. 6). Diagrama seamănă cu cea 
obţinută la răspunsul în frecvenţă, ceea ce arată că excitaţia parametrică poate fi asimilată   
într-o anumită măsură cu excitaţia datorată neregularităţilor suprafeţelor de rulare.  
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Fig. 6. Valoare eficace a forţei de contact. 
 
Astfel, se remarcă cele două maxime ale forţei de contact care corespund rezonanţelor 

parametrice. Dintre acestea, regimul de interacţiune osie/cale la viteza de rezonanţă 
parametrică a modului rigid de vibraţie a osiei pe cale are o intensitate mai mare. Forţa eficace 
atinge 3,91 kN, comparativ cu numai 2,20 kN, valoare rezultată pentru viteza de rezonanţă 
parametrică a primul mod propriu de încovoiere a osiei.  

Pe diagramă mai apar alte două maxime relative de amplitudine mai mică la vitezele 
de 24 şi 16 m/s. Aceste maxime corespund vitezelor de rezonanţă subarmonică 1/2.  

O situaţie interesantă se înregistrează la viteza de 10 m/s (fig. 7). Spectrul de frecvenţă 
al forţei relevă două componente mai importante şi anume, a treia şi a cincea. Frecvenţa 
parametrică la această viteză este de 16,7 Hz şi ea reprezintă cu aproximaţie 1/5 din frecvenţa 
de rezonanţă parametrică a modului rigid de vibraţie a osiei şi respectiv, 1/3 din frecvenţa de 
rezonanţă parametrică a primului mod propriu de încovoiere a osiei. Practic, avem aici o 
suprapunere de rezonanţe subarmonice.  
 

 
 

Fig. 7. Forţa de contact la 10 m/s: 
a) de-a lungul căii ; b) spectrul de frecvenţă. 

 
La viteze mai mari de 48 m/s, intensitatea regimului permanent de vibraţie intră pe o 

pantă descendentă. Cu toate acestea, se poate indentifica o mărire a ponderii componentelor 
de frecvenţă medie şi înaltă. Figura 8 prezintă spectrul de frecvenţă al forţei de contact pentru 
următoarele valori ale vitezei 48 m/s, 60 m/s, 70 m/s şi 80 m/s. O caracteristică comună a 
acestor spectre constă în aceea că armonica fundamentală este dominantă, indiferent de viteză.  
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Fig. 8. Spectrul de frecvenţă al forţei de contact: 
•, V = 48 m/s; ×, V = 60 m/s;  +, V = 70 m/s; ○, V = 80 m/s. 

În afară de aceasta, pot fi remarcate mai multe tendinţe.  Astfel, într-o plajă largă de 
frecvenţe ce se întinde de la cca. 300 Hz şi până spre 1000 Hz, componentele spectrale devin 
mai mari atunci când viteza osiei creşte. Pe de altă parte, în zona de frecvenţă cuprinsă între 
200 şi 300 Hz, mărimea componentelor spectrale este condiţionată de apropierea frecvenţei 
componentei de frecvenţa de antirezonanţă produsă de al doilea mod propriu de încovoiere a 
osiei. În domeniul de rezonanţă-antirezonanţă al primului mod propriu de încovoiere a şinei 
pe traverse (cca. 1000-1200 Hz), se observă că la viteza de 60 m/s se manifestă o intensificare 
relativă a regimului permanent de vibraţie. În fine, după cca. 1200 Hz identificăm din nou 
tendinţa de creştere a componentelor spectrale cu viteza. Aceste aspecte explică parţial de ce 
odată cu creşterea vitezelor de circulaţie, tot mai des suprafeţele de rulare sunt afectate de 
uzura ondulatorie. 

 
Vibraţii cauzate de ondulaţiile suprafeţelor de rulare. Când roata rulează pe şină în 

prezenţa neregularităţilor suprafeţelor de rulare (ondulaţii, rugozităţi), sistemul roată-şină are 
două surse de excitaţie: prima este excitaţia parametrică provenită de la variaţia rigidităţii căii, 
iar a doua sursă este reprezentată de neregularităţile suprafeţelor de rulare. Rezultatul 
suprapunerii efectelor celor două surse depinde de raportul dintre lungimea de undă a 
neregularităţii şi distanţa dintre traverse. Dacă acest raport este mult mai mare decât unitatea, 
regimul dinamic ar putea fi influenţat în mod semnificativ de rezonanţa parametrică. De 
exemplu, figura 9, a prezintă evoluţia forţei de contact la viteza de 48 m/s în cazul în care 
suprafaţa şinei este afectată de un defect de laminare cu amplitudinea de 0,2 mm şi lungimea 
de undă 1,6 m [4]. Pentru comparaţie este prezentată şi forţa de contact în timpul regimului 
permanent de vibraţie. Cele două mişcări sunt periodice, mişcarea peste defectul de laminare 
are perioada de 4,8 m, în timp ce regimul permanent de vibraţie are perioada egală cu distanţa 
dintre traverse. În ciuda acestei diferenţe, evoluţiile sunt aproape identice, ceea ce înseamnă 
că influenţa defectului de laminare este neglijabilă. Acest lucru reiese şi din comparaţia 
valorilor eficace ale forţei de contact. Avem 3,93 kN la trecerea peste defectul de laminare şi 
3,90 kN în regimul permanent. În schimb, la viteza de 80 m/s, trecerea roţii peste acelaşi 
defect conduce la o intensificare semnificativă a regimului de vibraţie. Valoarea eficace a 
forţei este 1,54 kN în regim permanent şi creşte la 2,72 kN atunci când şina este afectată de 
defectul de laminare. 
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Fig. 9. Forţa de contact: 
a) 48 m/s; b) 80 m/s; —, defect de laminare; - - -, regim permanent. 

Când lungimea de undă a ondulaţiei suprafeţei de rulare este mai mică decât distanţa 
dintre traverse, mişcarea are aspectul unei vibraţii modulate în amplitudine, în care 
purtătoarea are frecvenţa impusă de ondulaţia de pe suprafaţa de rulare, iar modulata are 
frecvenţa excitaţiei parametrice datorată traverselor. Pentru a ilustra caracteristicile acestui 
regim de vibraţii, se prezintă cazul în care roata rulează pe o şină cu uzură ondulatorie scurtă.   

Figura 10 prezintă rezultatele numerice obţinute în cazul rulării osiei cu 42 m/s pe o 
cale cu uzură ondulatorie scurtă de formă sinusoidală având lungimea de undă 80 mm şi 
amplitudinea 15 µm. Frecvenţa purtătoare a vibraţiei modulate este 525 Hz şi această valoare 
corespunde vitezei osiei şi lungimii de undă a uzurii ondulatorii. Frecvenţa modulată este de 
70 Hz (componenta fundamentală). Rezultă că mişcarea este periodică, iar perioada este 
1,2/42 s. Aceasta revine unei frecvenţe de 35 Hz. Datorită inerţiei, amplitudinea roţii este mult 
mai mică decât amplitudinea şinei în punctul de contact cu roata.  
 

 
 

Fig. 10. Evoluţia sistemului la 42 m/s, lungimea de undă a ondulaţiei 80 mm, 
amplitudinea 15 µm:  —, şina; - - -, roata. 

 
Evoluţia în timp a forţei oferă o mai bună înţelegere a caracterului de vibraţie 

modulată (fig. 11). Pe de altă parte, spectrul forţei de contact are două feluri de componente, 
de la excitaţia parametrică şi de la unda purtătoare. De fapt, vibraţia este neliniară datorită 
contactului hertzian şi a neliniarităţilor geometrice (efectul neliniar introdus de curbura roţii). 
Din această cauză, unda purtătoare are mai multe armonici ale căror frecvenţe sunt multipli 
întregi ai purtătoarei, kνc, unde νc este frecvenţa purtătoarei, iar k este un număr întreg.  

Componentele spectrale modulate au frecvenţele kνc ± pν0, unde  ν0 este frecvenţa 
excitaţiei parametrice iar p este un număr întreg, independent de k. În general, cele două feluri 
de componente spectrale se pot suprapune sau nu. În cazul de faţă, componentele spectrale 
provenite de la excitaţia parametrică nu se suprapun cu cele ale purtătoarei şi armonicii a treia 
a acesteia. În schimb, se suprapun peste componentele spectrale date de armonica a doua a 



Aspecte ale interacţiunii roată-şină în prezenţa uzurii ondulatorii a şinei 

 95

purtătoarei. Explicaţia este evidentă, frecvenţa aceastei armonici este un multiplu întreg al 
frecvenţei excitaţiei parametrice, în timp ce frecvenţele purtătoarei şi armonicii a treia a 
acesteia nu sunt multipli ai frecvenţei de excitaţie parametrică. 

 
În domeniul de frecvenţă al rezonanţei primului mod propriu de încovoiere a şinei pe 

traverse, elasticitatea contactului este de acelaşi ordin de mărime cu receptanţa şinei. Cum 
receptanţa osiei este mult mai mică decât acestea, rezultă că elasticitatea contactului poate 
juca o influenţă semnificativă în acest domeniu de frecvenţă. Se reaminteşte că elasticitatea 
contactului depinde de forma profilurilor de rulare care însă se modifică în timp din cauza 
uzării. De regulă, curbura profilului roţii se măreşte, iar cea a şinei se micşorează. Rezultatul 
acestor tendinţe este o rigidizare a contactului.  
 

 
 

Fig. 11. Forţa de contact roată-şină (V = 42 m/s, r0 = 15 mm, L = 80 mm): 
a) evoluţia în timp; b) spectrul, •, componentele modulate; ×, componentele excitaţiei parametrice; 

I, II, III, purtătoarea şi armonicele. 
 
Figura 12 prezintă forţa de contact la viteza de 60 m/s când osia trece peste o ondulaţie 

a şinei cu amplitudinea de 10 µm şi lungimea de undă de 60 mm. Frecvenţa undei purtătoarei 
este de 1000 Hz, fiind în zona de frecvenţă menţionată. Simularea numerică a avut în vedere 
două situaţii diferite şi anume, contact elastic (profiluri de rulare noi) şi contact rigid (raza 
profilului roţii 450 mm şi raza profilului şinei 400 mm). În cazul contactului elastic, forţa de 
contact variază între 50,4 kN şi 86,9 kN cu o valoare eficace de 8,69 kN. Dacă profilurile sunt 
uzate (contact rigid), atunci forţa de contact oscilează între 46,8 kN şi 92,1 kN având valoarea 
eficace situată la nivelul de 9,91 kN. Aşadar, o creştere de 14 %. 
 

 
 

Fig. 12. Forţa de contact roată-şină (V = 60 m/s, r0 = 10 µm, L = 60 mm): 
contact elastic (profiluri noi); b) contact rigid 

(raza profilului roţii 450 mm, raza profilului şinei 400 mm). 
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Figura 13 aduce informaţii suplimentare privind influenţa rigidităţii contactului asupra 
regimului de vibraţii. În diagrama (a) regăsim spectrul forţei de contact în cazul contactului 
rigid. Pentru datele luate în calcul, frecvenţa excitaţiei parametrice este 100 Hz, ceea ce 
determină suprapunerea undei purtătoare şi a componentelor modulate peste componentele 
spectrale ale excitaţiei parametrice. Este evident că în cazul contactului elastic se obţine un 
spectru asemănător. 

 Pentru a avea un instrument mai potrivit de comparaţie, s-a prezentat în diagrama (b) 
a figurii 13 raportul dintre componentele celor două spectre (contact rigid/contact elastic). Se 
constată că rigidizarea contactului are ca efect creşterea amplitudinii la componentele 
spectrale ale forţei de contact începând de la 800 Hz. Pe de altă parte, între 500 şi 800 Hz, 
forţa de contact este mai mică comparativ cu situaţia în care avem contact elastic.  
 

 
 

Fig. 13. Spectrul forţei: 
a) contact rigid; b) raportul dintre amplitudini (contact rigid/ contact elastic). 

 
În concluzie, circulaţia cu profiluri de rulare uzate conduce la creşterea forţei de 

contact la frecvenţe înalte, în timp ce la frecvenţe medii, forţa de contact scade. Acest nou 
aspect a fost pus în evidenţă şi în cazul căii cu şine încastrate elastic în plăci de beton [14].  

Un ultim aspect care va fi tratat se referă la acurateţea rezultatelor obţinute cu modelul 
osiei rigide care, datorită simplităţii sale, este preferat de multe ori modelului osiei elastice. 
Analiza în frecvenţă a sistemului roată-şină arătă că rezultatele obţinute cu cele două modele 
sunt similare pe largi domenii de frecvenţă. Cu toate acestea, sunt situaţii care scot în evidenţă 
limitele modelului osiei rigide. Ne referim în primul rând la rezonanţa datorată primului mod 
propriu de încovoiere a osiei.  
 

 
 

Fig. 14. Interacţiunea roată-şină (V = 22 m/s, r0 = 20 µm, L = 78 mm): 
a) deplasări roată-şină; b) forţa de contact, —, osie elastică; - - -, osie rigidă. 

O altă situaţie asemănătoare se întâlneşte la frecvenţa de rezonanţă a celui de la doilea 
mod propriu de vibraţie a osiei. Pentru datele luate în calculele prezentate, domeniul în 
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discuţie se află la cca. 280 Hz. Rezultatele derivate de la cele două modele se regăsesc în fig. 
14. S-a considerat viteza 22 m/s, amplitudinea ondulaţiei 20 µm şi lungimea de undă 78 mm. 
Frecvenţa indusă de ondulaţie este de 282 Hz. Modelul osiei rigide subestimează vibraţia roţii 
în timp ce vibraţia şinei în punctul de contact cu roata este supraevaluată. Totodată, forţa de 
contact are o variaţie dublă în raport cu cea obţinută cu modelul osiei elastice.  

4. CONCLUZII 

Uzura ondulatorie este un defect specific suprafeţei de rulare a şinei, capabil să 
genereze vibraţii roată-şină. În particular, vibraţiile induse de uzura ondulatorie cu lungime de 
undă scurtă au ca efect emisia puternică de zgomot şi slăbirea rezistenţei mecanice a 
aparatului de rulare şi a căii. La nivelul căii, consecinţa afectării aparatului mărunt de cale, a 
şinelor, traverselor şi a patului de balast, o reprezintă tasarea căii. 

 În lucrare sunt prezentate o serie de rezultate legate de regimul dinamic al roţii pe şină 
în prezenţa uzurii ondulatorii scurte. De asemenea, sunt evidenţiate şi aspecte ale regimului 
permanent de interacţiune roată-şină, când vibraţiile au o excitaţie de origine parametrică. 
Rezultatele prezentate sunt obţinute prin simulări numerice bazate pe rezolvarea ecuaţiilor de 
mişcare cu ajutorul metodei matricei Green a căii.   

Prin evaluarea regimului permanent de vibraţie se evidenţiază diferenţe notabile 
privind comportamentul sistemului roată-şină în funcţie de viteză şi de excitaţia parametrică, 
pe baza cărora poate fi explicată pe de o parte apariţia uzurii ondulatorii scurte cel mai adesea 
în zona traverselor, iar pe de altă parte poate fi dată o explicaţie parţială legată de faptul că 
acest tip de uzură afectează suprafeţele de rulare ale şinelor o dată cu creşterea vitezelor de 
circulaţie. 

La traversarea neregularităţilor suprafeţei de rulare ale şinei acestea devin sursă de 
excitaţie a sistemului roată-şină pe lângă cele datorate excitaţiei parametrice provenită de la 
rigiditatea şinei. Rezultatul suprapunerii efectelor celor două surse depinde de raportul dintre 
lungimea de undă a neregularităţii şi distanţa dintre traverse. Când lungimea de undă a 
ondulaţiei suprafeţei de rulare este mai mică decât distanţa dintre traverse, mişcarea are 
aspectul unei vibraţii modulate în amplitudine, în care purtătoarea are frecvenţa impusă de 
ondulaţia de pe suprafaţa de rulare, iar modulata are frecvenţa excitaţiei parametrice datorată 
traverselor. 

Un rol determinant asupra regimului de vibraţii roată-şină îl are elasticitatea 
contactului. Circulaţia cu profiluri uzate (contact rigid) determină  creşterea forţei de contact 
în domeniul frecvenţelor înalte, în timp ce la frecvenţe medii aceasta scade. 

O evaluare a acurateţii rezultatelor obţinute cu modelul osiei rigide, care este de cele 
mai multe ori preferat datorită simplităţii sale, evidenţiază faptul că prin această alegere este 
subestimată vibraţia roţii, în timp ce vibraţia şinei în punctul de contact cu roata este 
supraevaluată. Totodată, forţa de contact are o variaţie dublă în raport cu cea obţinută cu 
modelul osiei elastice. 

Această lucrare a fost elaborată în cadrul contractului cu tema “Cercetări privind 

vibraţiile parametrice roată-şină bazate pe metoda matricei Green a căii”, finanţată prin 
Planul Naţional PN-2, Programul Idei – Proiecte de cercetare exploratorie, cod 1699, 
beneficiar CNCSIS. 
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