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Necesităţile de sporire a producţiei şi productivităţii, prin mecanizare şi automatizare, 

cât şi dezvoltarea mijloacelor moderne de calcul conduc la creearea mecanismelor complexe 
care prezintă proprietăţi multiple şi pot îndeplini foarte bine cele mai severe condiţii 
tehnologice din construcţia de maşini. Diferenţa între mecanismele reale şi cele ideale datorită 
abaterilor de la formele, dimensiunile şi proprietăţile corpurilor şi materialelor impune 
executarea unor analize complexe care să ţină seama de toleranţele de prelucrare ale 
elementelor, de jocurile din cuplele cinematice, de condiţiile termice de lucru, de uzurile 
admisibile în zonele de contact, de elasticităţile şi plasticităţile materialelor, de şocurile şi 
ciocnirile dintre elemente, de vibraţile acestora. 

Scopul principal al analizării acestor influenţe, atât prin calcul, dar de cele mai multe 
ori prin modelele experimentale, este de a ajunge la alegerea raţională a toleranţelor. 

Problemele mecanismelor şi mai ales ale celor cu jocuri în cuple sunt foarte dificile; 
întocmirea algoritmilor de calcul, întrebuinţarea liniarizării ecuaţiilor şi stabilirea 
convergenţelor proceselor de calcul şi de funcţionare, analizarea multiplă şi complexă, 
cinematică şi dinamică, interpretarea rezultatelor, sunt numai câteva din greutăţile care apar. 

Dacă în cupla cinematică jocul este mare atunci modelul matematic al mişcării are la 
bază calculul complet fără aproximări. 

În acest sens axa fusului (fig. 1.) de rază r  nu mai ramâne în interiorul unui cilindru 
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respectiv din ecuaţia 
 

0sincos ** =−γ−γ rLR  (2) 
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1. MIŞCARE FĂRĂ FRECARE ÎN CAZUL GENERAL
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Fig.1 

 
 Dacă spre exemplu *** 2;2 rLrR == se obţine

 

o3.24=γ şi raza r a cilindrului este: 
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în loc de *r rezultat ce sar fi obţinut prin calcul aproximativ. 
 Rezultă deci că fusul are o mişcare în care axa OZ  (fig. 2) se reazemă în punctele 

ED,  pe cercurile de rază r , centrul fusului O are o deplasare OO0 iar sistemul de referinţă 

Oxyz legat solidar cu fusul are o mişcare complexă de rigid supus la legături în punctele 
ED, . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2 
 

2. PARAMETRII CARE DEFINESC MIŞCAREA.  
RELAŢIILE DE CONSTRÂNGERE 

 

 
Considerând că punctul O (fig. 2) rămâne în planul XYZO0 se pot lua ca parametri 

coordonatele 00 , YX ale punctului O şi [5, 6] unghiurile lui Euler ϕθψ ,, . 

 Matricea de rotaţie [5, 6] este: 
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Se obţine 
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Cu notaţiile din fig.2, din relaţiile vectoriale 
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se obţin expresiile matriciale 
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din care rezultă 
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şi de aici se obţin egalităţile 
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Relaţiile (11) sunt echivalente cu relaţiile: 
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şi reprezintă relaţiile de constrângere. 
 Din (12) prin derivare în raportcu timpul şi utilizând notaţiile: 
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{ } ( )TYXq ϕθψ &&&&&& 00=  (14) 

 
se obţine relaţia matriceală de constrângere 
 

[ ]{ } 0=qB &  (15) 

 
3. ECUAŢIA DIFERENŢIALĂ MATRICEALĂ A MIŞCĂRII 

 

 
Notând cu ( ) ( )zyxozoyox vvv ωωω ,,;,,  proiecţiile vectorilor ω,ov  pe axele triedrului 

mobil Oxyz  unde ov este viteza punctului O  iar ω  viteza unghiulară a rigidului, şi notând cu 

m masa, [ ]J  matricea momentelor de inerţie faţă de punctul O , cu ccc zyx ,, coordonatele în 

sistemul Oxyz  ale centrului de greutate şi utilizând expresiile 
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se scriu [7] expresia energiei cinetice  
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Pentru a exprima energia cinetică în funcţie de parametrii ϕθψ ,,,, 00 YX  şi de 

derivatele acestora se ţine seama mai întâi de relaţiile: 
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şi apoi de expresia matricială [5]  
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unde 
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Utilizând apoi matricea 
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se deduce egalitatea 
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astfel încât expresia energiei cinetice, cu notaţia: 
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În continuare prin utilizarea notaţiilor,  
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din ecuaţiile lui Lagrange pentru cazul existenţei constrângerilor (5) se obţine ecuaţia 
matriceală 
 

[ ]{ } [ ]{ } { } { } [ ] { }λ
TBPAqMqM +=−+ &&&&  (30) 

 
unde { }P  reprezintă matricea forţelor exterioare generalizate iar { }λ  matricea cu doi 

multiplicatori ai lui Lagrange 
 Ţinînd seama de egalitatea: 
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şi făcând notaţia 
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se ajunge la forma: 
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