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Rezumat: Problema contactului cu frecare existd in mai multe tipuri de sisteme mecanice.

De exemplu, pentru doud corpuri care interactioneazd, forta de frecare este reprezentatd prin
intermediul legii de frecare a lui Coulomb. Conform definitiei clasice a lui Coulomb frecare este
discontinua pentru viteza de contact zero §i acest fapt duce la dificultati in simularea numerica a
sistemului in care efectul ,,slip- stick” joaca un rol important.

Lucrarea prezinta un model de regularizare pentru Legea de frecare a lui Coulomb, care permite o
reprezentare continud a legii de frecare §i care nu necesitd identificarea tranzitiei dintre stdrile

., slip-stick”. Acest model mentine structura modelului frecare pentru viteza de contact egale cu zero. In
acest caz, regularizarea legii de frecare Coulomb va fi prezentata prin intermediul unor sisteme

mecanice simple in care tranzitiile "slip- stick” sunt foarte importante §i modelul de regularizare duce
la un sistem de calcul pentru care se pot efectua simuldri foarte bune .
Cuvinte cheie: frecare Coulomb; sistem dinamic; frecare cu contact, forta de frecare

Abstract: The classical definition of Coulomb friction is discontinuous for zero contact velocity and this
fact leads to difficulties in the numerical simulation of mechanical system when slip — stick behaviour
plays an important role. This paper shows a model of regularization for Coulomb’s law of friction
which giving a continuous representation of friction and which doesn’t require the identification of
transition between slip and stick, but this model maintain the structure of the friction model for contact
velocity equal with zero.
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1. INTRODUCERE

Problemele frecarii cu contact existd in cazul unui numdr mare de sisteme
mecanice.Acestea determina cresterea energiei de disipare, instabilitatea ,,slip - stick” si chiar
miscarea haoticd. Legea de frecare a lui Coulomb[3], pentru un singur punct de contact dintre
doua corpuri ce interactioneaza, forta de frecare poate fi scrisa cu ajutorul relatiilor:

f =—uNsig(x)i,x#0 W
|f|SuN,x=0

unde f este forta de frecare si Xf este viteza relativi a punctului de contact dintre
corpurile considerate. Pentru viteza de contact zero, inegalitatea poate fi ignoratd prin

considerarea fortei de frecare de a fi o functie f.. - valoarea fortei de frecare necesara pentru a
echilibra forta rezultatd din alte fenomene decat frecarea. Astfel,
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Prin urmare atunci cand sunt considerate ambele relatiile (1) si (2), forta de frecare
este o functie univoca a valorilor x si f.. desi aceasta ultima valoare afecteaza doar forta de
frecare doar pentru x =0. Definitia clasicd a legii frecarii lui Coulomb aratd ca ea este
discontinud la x =0, determinand dificultati in simularea numerica a sistemelor mecanice cu
frecare cand comportamentul ,,slip — stick” joacd un rol fundamental.

Pentru |feC|S—,UN forfa de frecare este discontinud la x=0" adica:
f ()'C]),(ZO =lim__ . f ()'c);tlimx_)o, f (x), in timp ce pentru f,_>uN forta de frecare este

discontinud la x=0".
Considerand forta de frecare ca o functie unica a celor doud valori, reprezentarea
grafica a legii de frecare Coulomb are forma din figura urmatoare[1]:

Fig. 1 — Reprezentarea legii de frecare Coulomb

Au fost dezvoltati numerosi algoritmi numerici i o serie de aproximdri pentru
simularea evolutiei sistemelor mecanice nenetede.[4] Cu toate acestea utilizarea lor, pe scard
largd este limitatd deoarece datorita complexitatii si cerintelor de calcul trebuie rezolvata
fiecare faza de tranzitie de la starea de blocare la cea de alunecare. Insa, fard astfel de rutine
numerice specializate de simulare de cele mai multe ori obtinerea solutiilor si determinarea
starilor de echilibru nu pot fi determinate. In cele ce urmeazi se va prezenta o metoda
alternativa pentru reprezentarea frecarii care anuleazd discontinuitatea sistemului prezentata
mai sus. Acest model va fi prezentat pentru cazul sistemului bidimensional, insd rezultatele
pot fi extinse la cazul problemelor cu contact tridimensional.

2. MODEL DE REGULARIZARE A LEGII DE FRECARE A LUI COULOMB

Acest model este o alternativd la celelalte rutine numerice pentru analiza sistemelor
mecanice cu frecare si prezintd un model pentru forta de frecare care reduce problemele
numerice asociate discontinuitdfilor la viteza nuld din modelul de frecare Coulomb. Acest
model de regularizare determind o modificare a reprezentdrii pentru forta de frecare astfel
incat algoritmul numeric sa nu necesite identificarea separatd a stérilor de tranzitie dintre
fazele de blocare si cele de alunecare.

Karnopp [1] a introdus o valoare de prag pentru amplitudinea vitezei de contact pentru
care gradele de miscare ale sistemului asociate contactului cu frecare sunt eliminate peste
viteza critica relativa aplicatd modelului de frecare Coulomb. Modelul lui Karnopp a fost
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dezvoltat de catre o serie de cercetitori pentru a mari acuratetea si stabilitatea numerica a
modelului original, Tnsa forta de frecare a continuat sa prezinte discontinuitati la tranzitia de la
faza de alunecare la cea de blocare. Prin urmare s-a incercat sa se Inlature discontinuitatile
identificate mai sus. O astfel de regularizare propusa de catre Martins si Oden [2] are forma:

f= —(ﬂjx,w <e
£

f =-uNsig(x),

3)

A|>e

unde £ este un parametru fixat de regularizare iar functia sign furnizeazd semnul
argumentului. In acest model forta de frecare este echivalenta cu coeficientul de vascozitate in

vecinatatea vitezei de contact nula |x| < € limitata la |x| = £. Astfel o functie de ()'c, ec) pentru

aceasta regularizare propusa este prezentatd in figura de mai jos:
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Fig.2 — Regularizarea legii de frecare Coulomb a lui Martins si Oden

Forta de frecare propusa in relatiile (3) trebuie sd se anuleze pentru viteza de contact
nuld, si viteza limitd de regularizare nu coincide cu cea din definitia clasica a legii de frecare
Coulomb pentru x =0. Ca urmare se propune urmatoarea metodd de regularizare a legii de
frecare Coulomb:

. 4)
f :—,uNsig(x—ij—ﬂ >e
unde
Jee S, ®
= gsign| L | | L >
el )

Desi aceste ecuatii sunt similare ecuatiilor (3) pentru x =0, acestea se reduc la o
descriere a frecarii identicad cu legea de frecare Coulomb similard ecuatiilor (2). Aceasta
modificare elimind discontinuitdtile din definitia clasica a frecarii cat timp se mentine
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structura modelului de frecare la viteza de contact zero. Figura urmatoare prezinta acest

model considerand viteza relativa de contactx si forta necesara echilibrarii fortelor de alta
naturd decat frecarea fe..
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Fig.3 — Regularizarea legii de frecare a lui Coulomb cu ajutorul relatiilor (4)

Modelul de frecare introdus de relatiile (4) si (5) converge la definitia clasica a legii de

frecare Coulomb atunci cand &£ —0, Tn particular structura regularizata la viteza zero este
identica cu cea datd de legea de frecare Coulomb.

3. ALGORITMUL DE REGULARIZARE

Deoarece forta de frecare descrisd de relatiile (4) si (5) prezintd forma continua
simuldrile care se bazeaza pe dimensiunea fixd a iteratiei sunt influentate foarte putin de
erorile de calcul. In plus modelul de regularizare nu necesiti simulare pentru rezolvarea
tranzitiilor dintre intervalele de alunecare si blocare. Spre deosebire de o regularizare
obisnuita a legii de frecare Coulomb relatiile (4) si (5) prezinta pentru viteza de contact nula o
structura care este identicd cu cea descrisa de modelul clasic al frecarii Coulomb si prin

urmare permite o simulare eficientd a comportamentului unui sistem 1n miscarea ,slip —
stick™.

In calculele numerice se aplici metoda Runge — Kutta de ordinul 4 cu valoare fixi a
pasului, iar rutina de calul numeric al relatiilor (4) si (5) va fi:

if  (abs(fec)>muN) then xi= sgn( fec/muN);
else xi:= fec/ muN ;
if  (abs(vcontact—eps* xi)> eps) then ffrecare =—muN * sgn (veontact —eps* xi);

else ffrecare =—muN * (vcontact/ eps — xi) ;

4. SIMULARI NUMERICE

Se considera un oscilator cu un singur grad de libertate asemenea celui din figura:

F (D
k

Fig. 4

In acest caz reprezentarea frecarii datd de relatiile de mai sus va fi:

i+¥=f,+F() (6)
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Adica
i+x=f, +asin(er) (7)

Pentru acest sistem forta necesara pentru echilibrarea fortelor care nu se datoreaza
frecarii este: f, = x—asin(ar), iar pentru calcule se utilizeazi metoda Runge-Kutta cu
dimensiunea fixa a pasului Ar=0.01 si cu muN =1 , in timp ce pentru parametrul de
regularizare € se alege valoarea 2At.

Pentru simplificarea calculelor se considera cazul in care forta eternd este nuld; o =0, iar
conditiile initiale ale sistemului sunt x(0)=2.5 si X(O):O. Diagramele obsinute sunt
prezentate Tn urmatoarea figura:
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Fig.5 — Simulari numerice la diferite scale

Se observa ca pentru intervalul initial de alunecare simularea frecarii este aproape
identica cu traiectoria ,,stick”studiatd pentru o stare pentru care viteza x(r) este aproximativ
zero, apoi traiectoria are o alunecare diferitd deoarece pentru discontinuitatea din definitia
clasica a legii de frecare Coulomb simularea numerica prezinta erori de discretizare si incepe
sd tinda spre origine ca in figura 5(a). Aceasta situatie se poate explica datorita naturii discrete
a simularii numerice sistemul nesatisfacand exact niciodata condifia ca viteza sa fie nula.

Cand sistemul se apropie de starea de echilibru forta de frecare variaza intre valorile
+1 si -1, iar viteza nu ia niciodatd valoarea numerica zero.
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Fig.6 — Evolutia fortei de frecare si a traiectoriei In vecinatatea starii de blocare

5. CONCLUZII

Utilizand relatiile (4) si (5) sistemul tinde spre o stare de echilibru diferitd de zero —
figura 5(a) si 5(b), n plus se constatd cd dacd modelul de frecare este continuu simularea
numericad nu este afectatd de forta de frecare prezentata in figura 6.

Simulérile numerice realizate cu ajutorul algoritmului Runge — Kutta cu pas fix,
implementat Tn MathlLab dovedesc ca rezolvarea ecuatiilor (4) si (5) de regularizare a legii de
frecare Coulomb pot fi utilizate obtindndu-se rezultate rezonabile fard a fi necesar sa se
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identifice separat tranzitiile dintre starea de alunecare si cea de blocare a sistemului mecanic
studiat.

BIBLIOGRAFIE

[1] D. Karnopp Computer Simulation of Stick-Slip Friction in Mechanical Dynamic
Systems, ASME J. Dyn. Syst., Meas., Control,107, pag. 100-103, 1985.

[2] J.A.C. Martins, J.T. Oden Models and Computational Methods for Dynamic Friction
Phenomena, Comput. Methods Apll. Mech. Eng., 52, pag.527 — 634, 1985.

[3] J.A.C. Martins, M. Raous. Friction and Stabilities., CISM Courses and Lectures No.457,
Springer Wien New York, 2002.

[4] Oana Petcoviciu, Cristina Opritescu, ML.I. Toader. Simulation methods in mechanical
contact with friction. Annual Session Scientific Papers IMT Oradea, FELIX SPA, 2009.

164



