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iiiim RFr +=&& ; ni  ,1=  (2) 
sau, ţinând seama că 

kjir iiii zyx ++= , (3) 
se obţine 

ixixii RFxm +=&& ; iyiyii RFym +=&& ; izizii RFzm +=&& . (4) 

 Să presupunem că sistemul este supus la 1p  legături olonome de forma 
( ) 0,,, ..., ,,, 111 =tzyxzyxf nnnk ; 1 ,1 pk =  (5) 

şi la 2p  legături neolonome de forma 
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1.  LEGĂTURI IDEALE

  Să considerăm  un  sistem  de n puncte  materiale M i ,  de  mase mi , i = 1, n , şi  să ne 

oprim  asupra  unui  punct  generic M i .  Asupra  acestuia  acţionează forţele  direct  aplicate  de 

rezultantă iF şi  o  serie  de  legături  a  căror  rezultantă este R i .  Notând  cu a i acceleraţia 

punctului M i , din legea a doua a lui Newton putem scrie relaţia
mia i = iF + R i ; i = 1, n , (1)

numită uneori şi principiul elimănării legăturilor.

  Cum a i = r& i
& , rezultă că ecuaţia (1) devine
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 Necunoscutele sistemului (4) sunt ix , iy , iz , în număr de n3 , şi forţele de legătură ixR , 

iyR , izR  în număr şi ele de n3 ; deci n6  necunoscute. Ecuaţiile (4)–(6) formează un sistem cu 

213 ppn ++  ecuaţii. Rezultă că ne mai sunt necesare 213 ppn −−  ecuaţii şi deci, în 
general, problema este nedeterminată. Pentru a putea rezolva problema este necesar să 
adăugăm anumite condiţii legate de forţele de legătură. 

 Lucrul mecanic virtual al forţelor de legătură iR  este dat de expresia 
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 Dând o deplasare virtuală sistemului, ecuaţiile (5) ce definesc legăturile olonome trebuie 
să rămână valabile, adică să avem 

( ) 0 ..., ,, 1111 =δ+δ+δ+ nnk zzyyxxf , (8) 
ceea ce înseamnă că 
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 Legăturile neolonome (6) ne mai oferă încă 2p  relaţii între variaţiile ixδ , iyδ , izδ , şi 
anume 

( ) 0
11

=δ=δ+δ+δ ∑∑
==

n

i

iik

n

i

iikiikiik zcybxa re ; 2 ,1 pk = , (10) 

unde am notat cu ike  vectorul ale cărui proiecţii pe axe sunt ika , ikb  şi ikc . 
 În cele ce urmează vom demonstra că condiţia necesară şi suficientă pentru ca lucrul 
mecanic virtual al forţelor de legătură să fie egal cu zero este ca forţele de legătură să fie o 

combinaţie liniară a gradienţilor constrângerilor şi vectorilor ike , adică 
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sau, echivalent, 
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(12) 

unde, evident, kλ  şi kλ′  sunt multiplicatorii lui Lagrange. 
 Să notăm pentru început suficienţa. Înlocuind relaţiile (12) în (7) şi ţinând cont de 
exprimările (9) şi (10), vom obţine 
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 (13) 

 Pentru a demonstra necesitatea vom arăta mai întâi că putem alege 21 pp +  coeficidenţi 

kλ , kλ′  astfel încât n3  forţe de legătură ixR , jyR , lzR  să fie de forma (12). Pentru aceasta 

vom înmulţi ecuaţiile (9) cu kλ− , ecuaţiile (10) cu kλ′−  şi rezultatele le vom aduna la 
ecuaţia (7) obţinând 



 115

0
3

1 11

21

=δξ











λ′−

ξ∂

∂
λ−∑ ∑∑

= ==
j

n

j

p

k

jkk

p

k j

k

kj g
f

R , (14) 

unde am notat 11 x=ξ , 12 y=ξ , 13 z=ξ , …, nn x=ξ −23 , nn y=ξ −13 , nn z=ξ3 , kk ag 11 = , 

kk bg 12 = , kk cg 13 = , …, nkkn ag =−  ,23 , nkkn bg =−  ,13 , nkkn cg = ,3 . 

 Putem alege 21 pp +  coeficienţi kλ , kλ′  astfel încât 21 pp +  termeni din relaţia (14) să 

fie egali cu zero, fie ei primii 21 pp +  termeni; deducem 
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 Ecuaţiile (15) pot fi văzute ca un sistem de 21 pp +  ecuaţii cu 21 pp +  necunoscute kλ , 

kλ′ . 
 Relaţia (14) devine acum 
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 Cum variaţiile jδξ  sunt independente, rezultă 
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şi afirmaţia este demonstrată. 
 Dacă lucrul mecanic virtual este nul, atunci ecuaţiile de mişcare (4) capătă forma 
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sau, echivalent, 
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 Spunem că legăturile sunt ideale dacă lucrul mecanic virtual al forţelor de legătură este 
nul, adică 
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unde kq , hk  ,1= , sunt coordonatele generalizate, expresia (20) ne conduce la 
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 Notând acum cu 
*
kQ  forţele generalizate de legătură, 
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se obţine condiţia de legături ideale 
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 Dacă legăturile sunt ideale, atunci înmulţind ecuaţiile (1) cu irδ  şi sumând, se obţine 
exprimarea 
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 Dacă avem şi m  coordinate redundante, atunci 
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şi relaţia (25) devine 









δ

∂

∂
=








δ

∂

∂
∑∑∑∑

+

==

+

==

mh

k

k

k

i
n

i

i

mh

k

k

k

i
n

i

ii q
q

q
q

m
1111

r
F

r
a . (27) 

 Vom identifica şi acum forţele generalizate şi rezultă 
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 În acest caz, variaţiile kqδ  nu mai sunt independente 
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reprezentând cele m  legături olonome şi 2p  legături neolonome. 
 Dar am văzut că forţele de legătură au exprimarea (15) astfel că se obţine sistemul de 

mh +  ecuaţii de mişcare 
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 Sistemul are 22 pmh ++  necunoscute şi mh +  ecuaţii (31) la care se adaugă m  

ecuaţii (29) şi 2p  ecuaţii (30). 
 Dacă sistemul este olonom şi fără coordonate redundante, atunci ecuaţiile (31) iau forma 
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2. ECUAŢIA CENTRALĂ A LUI LAGRANGE 

 

 Expresia iiim ra δ⋅  se scrie succesiv 
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 Ţinând cont că 
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ecuaţia (25) devine 
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numită ecuaţia lui Hamel sau ecuaţia centrală fundamentală. 

 Notând cu cE  energia cinetică a sistemului şi cu Lδ  lucrul mecanic virtual al forţelor 
direct aplicate, 
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ecuaţia lui Hamel se scrie 
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 Dacă operatorii d  şi δ  comută între ei, atunci se obţine ecuaţia centrală a lui Lagrange 
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 Definind impulsurile generalizate prin 
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rezultă egalitatea 
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 Pe de altă parte, 
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şi ecuaţia lui Hamel se scrie 
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 Ţinând seama de egalităţile succesive 
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se obţine forma finală a ecuaţiei lui Hamel 
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 Dacă forţele sunt conservative, atunci, notând cu V  energia potenţială, vom defini 
funcţia lui Lagrange sau potenţialul cinetic prin expresia 
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şi ecuaţia lui Hamel capătă forma 
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 Dacă operatorii d  şi δ  comută între ei, atunci relaţia (45) devine ecuaţia centrală a lui 
Lagrange, 
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care, în cazul forţelor conservative, definind la fel potenţialul cinetic prin expresia (46), se 
scrie 
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 Ecuaţia centrală a lui Lagrange este utilă pentru determinarea poziţiei de echilibru şi a 
forţelor de legătură în cazul sistemelor de puncte materiale. 
 Ecuaţiile de echilibru se scriu sub forma 
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 Dacă sistemul are mh +  coordonate generalizate ( m  redundante) legate prin m  ecuaţii 
finite de legătură 
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şi 2p  legături neolonome 
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atunci se obţin ecuaţiile de echilibru 
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 Definind forţele generalizate de legătură 
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ţinând seama că 
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deoarece din (51) avem 
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rezultă că expresia (53) se scrie sub forma 
0* =+ jj QQ ; mhj +=  ,1 , (57) 

adică suma dintre forţele generalizate şi forţele generalizate de legătură este egală cu zero. 
 Dacă forţele generalizate sunt conservative, adică 
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unde V  este energia potenţială, şi dacă nu există legături neolonome, atunci ecuaţiile de 
echilibru devin 
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care sunt tocmai condiţiile de extremum ale funcţiei V  cu m  legături (51). 
 Dacă nu avem coordonate redundante şi nici legături neolonome, atunci ecuaţiile de 
echilibru se scriu 

0=jQ ; hj  ,1=  (60)
şi, dacă forţele sunt conservative, sub forma 

0=
∂
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jq

V
; hj  ,1= . (61) 

 
3. EXEMPLU 

 

 i) Se dă bara omogenă AB  de lungime l  şi greutate G  care se sprijină cu capetele A  şi 
B  pe suprafeţele de ecuaţii ( )yxfz ,1=  respectiv ( )yxfz ,2=  (fig. 1). Să se determine 
poziţiile de echilibru şi reacţiunile normale. 
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Fig. 1. Exemplul i). 
 

 ii) (Problema lui Lurie). Să se rezolve problema i) în cazul în care cele două suprafeţe 
sunt una şi aceeaşi. 
 iii) (Problema lui Brashman). Să se rezolve problema lui Lurie în cazul particular în care 
ecuaţia suprafeţei este un elipsoid de revoluţie de ecuaţie 
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 Discuţie. Să se considere şi cazul particular al sferei cînd 
Rca == . (II) 

 Soluţie: i) Să notăm cu Ax , Ay , Az , Bx , By , Bz  coordonatele punctelor A , respectiv 
B . Se pot scrie ecuaţiile 

( ) 0,1 =−= AAAA yxfzF ; ( ) 0,2 =−= BBBB yxfzF ; 

( ) ( ) ( ) 02222
3 =−−+−+−= lzzyyxxF ABABAB . 

(III) 

 Până acum avem 6 necunoscute: coordonatele lui A  şi B . 
 Sistemul (III) ne va oferi trei din ele în funcţie de celelalte trei dacă defectul matricei 
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este egal cu 0. adică există un minor în [ ]J  de rang 3. 
 Energia potenţială se scrie sub forma 
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1
. (V) 

 Din relaţia (59) rezultă că va trebui să cecetăm extremele funcţiei 
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care depinde de nouă necunoscute: Ax , Ay , Az , Bx , By , Bz , Aλ , Bλ  şi 3λ . 
 Conform teoriei extremelor cu legături rezultă sistemul 
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(VII) 

 Primele 6 ecuaţii (VII) pot fi văzute ca un sistem liniar de 6 şase ecuaţii cu 3 

necunoscute Aλ , Bλ  şi 3λ . Rezultă de aici 3 relaţii de legătură între derivatele parţiale ale 

funcţiilor AF , BF  şi 3F . Astfel, grupând primele 3 ecuaţii (VII) care formează un sistem de 3 

ecuaţii cu 2 necunoscute Aλ  şi 3λ , problema este compatibilă dacă 
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 În mod analog găsim din a patra; a cincea şi a şasea ecuaţie (VII) relaţia 
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 Pentru ultima relaţie de legătură vom proceda astfel. Vom elimina Aλ  între prima şi a 
treia relaţie (VII), obţinând 
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apoi pe Bλ  între a patra şi a şasea relaţie (VII), rezultând 
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şi la fnal vom egala expresiile (X) şi (XI), 
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 O relaţie analoagă se poate obţine eliminând Aλ  între a doua şi a treia relaţie (VII), 

eliminând Bλ  între a cincea şi a şasea relaţie (VII) şi egalând rezultatele. 
 Poziţia de echilibru rezultă din sistemul algebric de şase ecuaţii cu şase necunoscute 

format din ecuaţiile (III), (VIII), (IX) şi (XII), iar din sistemul (VII) găsim Aλ , Bλ , 3λ . 

 Reacţiunile normale AN  şi BN  din punctele A  şi B  se scriu 










∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
λ+









∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
λ= kjikjiN

AAAA

A

A

A

A

A

AA
z

F

y

F

x

F

z

F

y

F

x

F 333
3 ; 










∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
λ+









∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
λ= kjikjiN

BBBB

B

B

B

B

B

BB
z

F

y

F

x

F

z

F

y

F

x

F 333
3 . 

(XIII) 

 Să observăm că sistemul format din ecuaţiile (III), (VIII), (IX) şi (XII) este compatibil 

dacă defectul matricei [ ]J  dată de relaţia (IV) este egal cu 0. Nu putem spune însă că acest 
sistem este şi determinat în sensul că putem avea mai multe soluţii, chiar o infinitate. 
 ii) Acest punct este un ca particular al punctului i). 
 Obţinem ecuaţiile de legătură 

( ) 0, =−= AAAA yxfzF ; ( ) 0, =−= BBBB yxfzF ; 

( ) ( ) ( ) 02222
3 =−−+−+−= lzzyyxxF ABABAB . 

(XIV) 

 Matricea [ ]J  se scrie acum 

       

By

B
z

Bx

Az

Ax

Ay

O

x

y

z

An

Bn

G

k

e

B

A

 
 

Fig. 2. Problema lui Lurie. 
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şi are un minor de rang 3, 
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 Într–adevăr, 
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 Să notăm cu An , Bn  versorii normalei la suprafaţă în punctele A , respectiv B , adică 
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 (XVIII) 
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 (XIX) 

sau, cu notaţiile evidente 
kjin AAAA γ+β+α= ; kjin BBBB γ+β+α= . (XX) 

 Dacă notăm cu e  versorul vectorului AB , atunci cosinuşii săi directori sunt 

l

xx
ex

12 −
= ; 

l

yy
e y

12 −
= ; 

l

zz
ez

12 −
= . (XXI) 

 Energia potenţială este dată tot de formula (V). 
 Procedând ca la punctul i), găsim sistemul analog (VII) şi anume 

AxAA le γλ=λα 32 ; BxBB le γλ−=λα 32 ; AyAA le γλ=λβ 32 ; ByAA le γλ−=λβ 32 ; 

GlezAA 2

1
2 +λ=λ ; GlezBB 2

1
2 +λ−=λ , 

(XXII) 

de unde rezultă multiplicatorii lui Lagrange 
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şi primele două relaţii de legătură 
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 Ultimele două relaţii arată că versorii An  şi Bn  se găsesc în planul vertical ce conţine 
bara AB . Într-adevăr, dacă notăm cu n  versorul 
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= , (XXVII) 

atunci 
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ee
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 Mai mult, numitorii expresiilor (XXIII), (XXIV) şi (XXV) sunt proporţionali cu 

proiecţiile vectorului n  pe axele Ox  şi Oy . Pentru aceasta să observăm că 
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şi deci 
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 Mai mult, vectorul n  este paralel cu planul Oxy  şi deci rezultă că cel puţin una din 

valorile xn  şi yn  este nenulă. 
 Mai rezultă la fel ca la punctul i) şi a treia relaţie de legătură 
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 Rezultă sistemul format din ecuaţiile (XXVI), (XXXI) şi (XIV) care ne oferă poziţiile de 
echilibru. 

 Din relaţiile (XXIII), (XXIV) şi (XXV) găsim multiplicatorii lui Lagrange Aλ , Bλ  şi 

3λ , iar reacţiunile se scriu apoi conform cu expresiile (XIII). 
 iii) această problemă este un caz particular al celei de la punctul ii). Având de a face cu o 
suprafaţă de revoluţie, ne vom limita doar la planul Oxy  (fig. 3). 
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Fig. 3. Problema lui Brashman. 
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 Ecuaţia suprafeţei se scrie 
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şi făcând 0=y  rezultă ecuaţia elipsei din planul Oxz  (fig. 3) 
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 Ecuaţiile care ne dau pe Ax  şi Bx  sunt 
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astfel încât 
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 Dacă notăm 
uax sin= , (XXXIX) 

atunci rezultă relaţia 
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 Notând acum 
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relaţiile (XL) şi (XLI) ne conduc la sistemul 
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Se pot ivi două subcazuri: 
 a) Dacă 0sin =v , atunci 0=v  sau π=v . Dar 0>v  conform cu notaţiile (XXXIX) şi 
(XLII). Rezultă singura valoare posibilă π=v  şi 1cos 2 =v . Din a doua relaţie (XLIII) 
găsim 
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şi cum 
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Fig. 4. Poziţiile de echilibru în cazul problemei lui Brashman. 
 

 Dacă este îndeplinită condiţia (XLVIII), atunci se obţine poziţia de echilibru 11BA  din 
figura 4, E  fiind centrul elipsei. 

 b) Dacă 0coscos 222 =ξ= vw , atunci 
vw 222 coscos ξ= , (IL) 

vw 222 cos1sin ξ−=  (L) 
şi a doua relaţie (XLIII) se reduce la 
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 Dacă aceste condiţii sunt îndeplinite, atunci există şi a doua poziţie de echilibru notată 

22 BA  în figura 4. 
 Pentru cazul particular al sferei (adică un cerc în planul Oxz ), rezultă 

0=ξ , (LIV) 
iar ecuaţiile (XLIII) se scriu 

0cossin 2 =wv ; 2

2
2

4
sin

R

l
w = . (LV) 

 Cu condiţia Rl 2< , există o singură poziţie de echilibru 11BA  reprezentată în figura 5, 
E  fiind centrul cercului. 
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Fig. 5. Poziţiile de echilibru în cazul particular al problemei lui Brashman. 
 

 Încheiem cu o observaţie. De fapt problema lui Brashman nu are 0, 1 sau 2 soluţii ci 0, o 
infinitate sau o dublă infinitate de soluţii. Nu avem decât să ne rotim cu ce unghi dorim în 
jurul axei Oz  pentru a obţine un nou plan Oxz  cu alte poziţii de echilibru. 
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