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Rezumat: Articolul propune o abordare a dinamicii modelului solidului rigid cu doud tipuri de simetrii
structurale si de rezemare. Aceste simetrii conduc la obtinerea unor modele matematice mai simple, cu
ecuatii diferentiale decuplate care pot fi rezolvate mai usor pe cale analitica. Daca solidul rigid este
rezemat prin intermediul a patru legaturi elastice, modelul matematic devine si mai simplu iar vibratiile
sistemului se decupleazd in doud subsisteme cu miscdri cuplate -alunecarea laterald cuplatd cu
miscarea de ruliu (leganare), deplasarea longitudinald cuplata cu migcarea de tangaj (galopare)-,
precum §i in doud migscari decuplate: migcarea de saltare pe verticald si miscarea de giratie
(intoarcere).

Cuvinte cheie: analiza dinamicd, simetrie structurald, vibratii decuplate, valori proprii

Abstract: The article proposes an approach of six degrees dynamic model of a rigid-solid with some
types of symmetries. These symmetries lead to simplified mathematical models, which are more easily
to solve. If the rigid-solid is jointed of the structure by four elastic links, the mathematical model
becomes still simple and the vibrations are decoupled into four subsystems of movements: side slipping
and rolling, forward motion and pitching, lifting motion, gyration.
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1. INTRODUCERE

Sistemul ecuatiilor diferentiale de miscare ale solidului rigid cu legaturi vasco-elastice
are sase ecuatii cuplate elastic si vascos [1]. Sub forma matriciala acest sistem se scrie:

AG+Bg+Cq=f )

Deoarece sistemul (1) este dificil de rezolvat analitic sau folosind formalismul
matricial (volumul foarte mare de calcule, ecuatia pulsatiilor proprii de tip polinomial de
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ordinul sase, expresii foarte complicate ale parametrilor dinamici, foarte dificila punerea in
evidentd a influentei caracteristicilor masice, dimensionale §i vasco-elastice precum si a
factorilor perturbatori asupra formei modurilor proprii si a amplitudinilor in regim fortat
sttionar), se vor considera anumite conditii dimensionale si de structurd pentru solidul rigid ca
sistem vibrant, care sa duca la decuplarea sistemului de ecuatii in subsisteme mai simple si
usor de integrat. In plus, se poate considera ci legiturile rigidului sunt elastice sau cu
amortizari mici, ecuatiile de miscare simplificAndu-se prin anularea amortizarilor. In aceastd
ipotezd, sistemul ecuatiilor diferentiale de miscare se simplificd devenind:

Aj+Cq=/ 2)

Pentru determinarea modurilor proprii de vibratie se considera solidul rigid
neperturbat, in formalism matricial ecuatia diferentiald de miscare (cu coeficienti matriciali)
este de forma:

Aj+Cq=0 3)

Dacia se considera un sistem de axe central si principal, matricea de inertie devine
diagonald, sistemul de ecuatii diferentiale de migscare ramanand cuplat elastic dar ramane
cuplat inertial. In acest caz, matricea de inertie este:

A= DIAG|m,mm,J ., J,.J.] (4)
unde m este masa rigidului iar J,, J, si J, sunt momentele de inertie principale.

2. MISCARILE DECUPLATE ALE RIGIDULUI CU O AXA DE SIMETRIE

Se considera un rigid cu axa verticald Cz de simetrie. Simetria rigidului constd in
simetria de distributie masica, simetria dimensionala si simetria legaturilor. Considerand ca

rigidul are n legdturi triortogonale elastice In punctele M ,-(xl-,y,-,z,-) i=1n de constante

(kix’kiy’kiz) i=1In , matricea de rigiditate devine:

| ki 0 0 0 2 kixzi 0
0 ki 0 -k 0 0
0 0 k; 0 0 0
€= 0 -Tkya Zolz 5 (k2 + ki, v?) 0 0 ©®)
2 kixzi 0 0 0 Z(kizxiz + kil ) 0
0 0 0 0 0 > (k,.x v+ k,.yxf)

Luand 1n considerare ca sistemul de axe este central si principal, ecuatiile diferentiale
de migcare sunt cuplate numai elastic prin intermediul coeficientilor ¢;5 =cs5; §1 coy =cyp

din matricea de rigiditate data de relatia (5). In acest caz, sistemul de ecuatii diferentiale ce
descriu vibratiile libere este de forma:
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mX-i-XZkl‘x'i'(PkaixZi =0
mY +Y 3 kiy =@ > kjyzi =0
mZ+ZZkl =0
Jo —YSkiz: (Z 24k .2)—0 (6)
PN S lyZz+(PxZ iyZi tKiYi )=
Jy¢y+XZkixZi+(pyz kizxi2+kixzi2):0
. 2 2
J 0, + 0 2 Vi yi +kiyxi )=0

Din analiza termenilor de cuplaj din sistemul de ecuatii diferentiale (6), se poate

constata o decuplare a miscdrilor libere ale rigidului in urmaétoarele subsisteme (de miscari
cuplate):

a)subsistemul (X , (py) - alunecarea laterald cuplata cu migcarea de ruliu

mX + X3 kix + 0> kixz; =0 -
Jyépy + X2 kivz; +(pyz kizxi2 +kixzi2):0

b)subsistemul (Y, (px) - miscarea de avans axial cuplatd cu miscarea de tangaj

mY +YY ki =@, kiyz; =0 -
.. 2 2
I Py _sziyzi +o. 2 kiyZi +kiz yi ):0

¢)subsistemul (Z) - miscarea de saltare

mZ+ZY ki, =0 9)

d)subsistemul ((p z) - miscarea de Tntoarcere (giratie)

" 2 2
J P, +(PzZ(kixyi +kiyx; ): 0 (10)

3. MODURILE PROPRII DE VIBRATIE ALE RIGIDULUI REZEMAT
ELASTIC CU O AXA VERTICALA DE SIMETRIE

Se considera rigidul cu axa verticald Cz de simetrie din figura 1. Simetria rigidului

consta in simetria de distributie masica, simetria dimensionala si simetria legaturilor conform
§2. Considerand ca rigidul are 4 legaturi triortogonale elastice identice de constante
(ky.ky.k,) in punctele I(~b—a—h), 2(-b.a~h), 3b.a—h) si 4(b—a—h), matricea de
rigiditate devine:
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[ 4k, 0 0 0 —4hk, 0
0 4k, 0 4hk, 0 0
0 0 4k, 0 0 0
€=l 0wk, 0 4k i) 0 0 (n
—4hk, 0 0 0 4(h2kx +a2kz) 0
0 0 0 0 0 4(a2ky +b2kx)_
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Fig. 1

Pentru rigidul rezemat elastic in patru puncte din figura 1, ecuatiile vibratiilor libere
decuplate se obtin din relatiile (7), (8), (9) si (10) astfel:
a)subsistemul (X , (py) - alunecarea laterala cuplata cu miscarea de ruliu

X +4k X —4hk =0
{ m x 20y 12

.. 2 2
Jy@, —4hk, X +4\h"k, +a kz)(py =0
b)subsistemul (Y,(px) - miscarea de avans axial cuplata cu misgcarea de tangaj

mY +4k Y +4hk =0
{ y y(Px (13)

J &, +4hk Y +4(b2kz +h2ky)<px =0
¢)subsistemul (Z) - miscarea de saltare
mZ +4k,Z=0 (14)

d)subsistemul ((p z) - migcarea de Tntoarcere (giratie)
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7,6, +4(a2ky +b2kx)(pz =0 (15)

Expresiile pulsatiilor proprii ale vibratiilor libere necuplate dupa cele sase “directii*
sunt:

a)pentru miscarea de alunecare laterala

px =2\/E (16)
m

b)pentru miscarea de inaintare axiala

py =2\/E a7)
m

c)pentru miscarea de saltare verticala

pz = 2\/2
m
ke
Zb\/: (19)
123
a \/; (20)

2 2

a’k,+b"k
7y X (1)
J;

b

(18)

d)pentru miscarea de tangaj

e)pentru miscarea de ruliu

f)pentru miscarea de giratie

Poy =
P(py =2
Po, = 2
Se noteazd termenii de cuplaj dinamic (din matricile dinamice ale subsistemelor cu

miscari cuplate) dupd cum urmeaza:

-pentru subsistemul (X , P y)

_4

0ty ==k o =~ hk, (22)
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-pentru subsistemul (Y, () x)

(23)

y

4
BI :th y

4
=k
B> ;

X

Cu notatiile date de relatiile (16), (17), (19), (20), (22) si (23), modurile proprii ale
subsistemelor cu miscari cuplate sunt:
-pentru subsistemul (X P y)

mpulsatiile proprii

2
1| 2 2 2 2
Pi2==|Px+tp, F (px -p +4a,0, (24)
2 Py Py

mcoeficientii de distributie

2
1| > 2 \/( 2 2 )
= | py+p2 * - +40,0 25
W2 20, Px P(Py Px P(Py 1002 (25)

-pentru subsistemul (Y, () x)
mpulsatiile proprii

1 _
P34= Hp% tpg ¥ \/ (v? - rg F 413162} (26)
X X
mcoeficientii de distributie
1| 2. 2 \/ ( 2 2 )2
= + -
U3 4 28, {PY +pg E Py —pg |+ 48,8, (27)

4. STUDIU DE CAZ - MODURILE PROPRII DE VIBRATIE ALE UNEI
GRINZI DE BETON ARMAT UTILIZATE IN CONSTRUCTIA DE
PODURI RUTIERE

Se considerda modelul simplificat din figura 1 pentru o grindad individuald din beton
armat cu o constructie simetrici (de forma unui paralelipiped dreptunghic) si rezemare
simetricd pe patru reazeme 1n varfurile inferioare; caracteristicile dimensionale, inertiale si de
rezemare elastica sunt urmatoarele:

» dimensiuni: 2b=37m 2a=32m 2h=3m
» masa: m:2><]05kg
» momente de inertie: Sy =Jy; =I5 =0
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5
_ 207 (372 4 32)- 22,967 10 kgm?

JX
5
7, =240 (592 4 32)= 0 321% 100 kgm?
5
7. =207 (392 4 372)= 22,987 % 100 kgm?
P elasticititi: ki =k, =315x10°N/m i=14
kiy =k, =315x10°N/m i=14
ki, =k, =650x10° N/m  i=14

Utilizdnd relatiile de calcul stabilite in §3, pulsatiile si frecventele proprii ale
vibratiilor necuplate (dupa cele sase “directii”’) sunt date 1n tabelul 1.

Tabel 1 - Pulsatiile si frecventele proprii ale vibratiilor necuplate (dupa cele sase “directii”)

Directie X Y Z Oy ¢y ¢,
p [rad/s] 7,94 7,94 114,02 196,84 144,30 13,75
f [Hz] 1,26 1,26 18,15 31,33 22,97 2,19

Ecuatiile diferentiale ale vibratiilor libere pentru subsistemele decuplate si matricile

dinamice corespunzatoare sunt:
eosubsistemul (X ,(py)

-ecuatiile diferentiale de miscare

cu forma canonica {

-matricea dinamica

esubsistemul (Y ,(Px)

200000X + 12600000X — 189000009, =0 [N]
321000, — 18900000X + 66843500000, =0 [Nm]’

X +63x— 94,50, =0 [m/sz]
, —58.88X +20823,52¢, =0 [rad/s2 ]
~94,5

63 -2 -2
D= cutM | * "
5888 2082353 mls™2 572

-ecuatiile diferentiale de miscare

200000Y + 12600000Y +18900000¢,, =0 [N]
229670009, + 18900000Y + 8898780000009, =0 [Nm]

cu forma canonica {

-matricea dinamica

emiscarea decuplata de saltare
-ecuatia de miscare

-forma canonica a ecuatiei de migcare

Y +63Y + 94,50, =0 [m/sz]
O, +0,823Y + 38745949, =0 |rad/ s2]

94,5

63 -2 -2
D= cuuM| ° ms
0,823 38745,94 m g2 72

200000Z + 2600000000Z =0 [N]
7+130002=0 |n/s?|
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emiscarea decuplata de giratie
-ecuatia de miscare 22987000, + 43446000000, =0 [Nm]

-forma canonica a ecuatiei de miscare ¢, +189¢, =0 |rad/ 52

In tabelul 2 sunt trecute valorile determinate cu relatiile de calcul din §3 pentru
pulsatiile si frecventele proprii ale subsistemelor decuplate, precum si valorile coeficientilor

de distributie u; i= 14.

Tabel 2 - Pulsatiile si frecventele proprii ale subsistemelor cu miscari decuplate

Subsistem Pulsatii Frecvente Coeficienti de distributie
[rad/s] [Hz] [rad/m]
(X,(py) p;=7.92rad /s f1=126Hz W; =0,003rad / m
pp =144,30rad / s f>=2297Hz Wy =-219,677rad / m
(v.0.) p3=794rad /s f3=126Hz K3 =0,0005rad / m
o py=19684rad /s £y =3133Hz W, =409,344rad / m
(2) ps=py=11402rad/s | fs=f, =18,15Hz -
(9,) Ps =pe, =1375rad/s | fs5=fo =219Hz ]

S. CONCLUZII

+modelarea unui solid rigid cu legaturi elastice sau vasco-elastice cu diverse tipuri de
simetrii conduce la obtinerea unor sisteme de ecuatii diferentiale de miscare decuplate in
subsisteme cu mai pufini coeficienti de cuplaj si, deci mai usor de studiat analitic; in acest fel,
pot fi puse in evidenta influentele factorilor dimensionali, inertiali, elastici (eventual si a celor
de amortizare) asupra formelor modurilor proprii de vibratie;

#daci se poate modela solidul rigid cu simetrii astfel Incit miscarile acestuia sd se
raporteze la un sistem de axe central §i principal, atunci miscarile acestuia dupa cele sase
“directii” (X, Y, Z, @, Py, @,) sunt cuplate numai prin intermediul coeficientilor

nediagonali ai matricii de rigiditate (eventual si prin intermediul amortizarilor dacd sunt
semnificative);

#pentru studiul de caz considerat, se poate constata “gruparea’ a trei dintre frecventele
proprii n zona 1+2,5 Hz, celelalte trei frecvente fiind mult mai mari decat primele trei si mai
“distantate” intre ele; aceasta se poate explica numai prin diferenta foarte mare dintre
elasticitatea elementelor de rezemare pe verticald (efort de compresiune) fatd de elasticitatile
in plan orizontal (solicitari de forfecare) — raportul constantelor de elasticitate este de
circa 1:206;

#valorile sau foarte mari sau foarte mici ale coeficientilor de distributie conduce la
concluzia ca, in interiorul subsistemelor (X ,(py) si (v, (px), miscarile sunt de fapt foarte slab

cuplate; in mod real, se poate considera ca si miscarile acestor subsisteme sunt cvasi-
decuplate, aceastd decuplare putind fi observatd si din valorile relativ foarte mici ale
coeficientilor de cuplaj o7, o, B; si B».
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