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  Rezumat:   Vibraţiile   sistemului   pantograf-catenară se   încadrează în   problematica   vibraţiilor   unui 
sistem mobil pe o structură elastică.  Reducând acţiunea pantografului la o forţă mobilă,  în acest articol se 
studiază răspunsul catenarei considerată o coardă infinită legată la o bază fixă printr-o fundaţie Winkler cu 
amortizare  vâscoasă,  utilizând metoda funcţiilor  Green.   Se  disting  două regimuri:  subcritic şi  respectiv, 
supracritic după cum forţa se deplasează cu o viteză mai mică sau mai mare decât viteza de propagare a 
undelor prin firul de contact. În regim supracritic,  în faţa forţei,  firul nu se deformează pentru că forţa se 
deplasează mai repede decât viteza de propagare a undelor prin fir. Acest aspect este similar cu efectul Match 
din acustică. În schimb, în spatele forţei, se creează o zonă de siaj în care deformaţia firului este foarte mare şi 
se propagă pe o distanţă considerabilă, spre deosebire de cazul subcritic când deformaţia firului este localizată 
în imediata apropiere a forţei. În regim subcritic deformaţia maximă a firului este în dreptul forţei, pe când în 
regim supracritic,  deformaţia  maximă migrează undeva în  spatele  forţei.  Cercetările  ulterioare vor extinde 
aplicarea acestei metode la modelul catenarei cu parametri distribuiţi şi variaţie periodică a elasticităţii firului 
de contact.

  Cuvinte cheie: pantograf-catenară, funcţie Green, coardă infinită, fundaţie vâsco-elastică.

  Abstract: This paper deals with the steady state response of a long string to uniformly moving constant 
load. Such issue is of interest for the practical field of the pantograph-catenary system. The catenary is modeled 
as   an   infinite   string   on   visco-elastic   foundation   subjected   to   a  constant   moving   load.   The   solution   of this 
problem   is   obtained   via   the   Green’s   function   method.   The   sub-critical   and   super-critical   responses   are 
analyzed.

  Keywords: infinite string, pantograph-catenary system ,Green’s function.

  1. INTRODUCERE
  Vibraţiile sistemului pantograf-catenară au fost studiate intens în ultimii 40 de ani 

odată cu   creşterea   vitezelor   de   circulaţie.   Având   în   vedere   configuraţia   catenarei   care 
poate   fi   privită ca   o   structură infinită cu   variaţie   periodică a   elasticităţii,   vibraţiile 
sistemului pantograf-catenară se încadrează în  problematica vibraţiilor unui sistem mobil 
pe o structură elastică. Acest tip de probleme comportă două aspecte care în esenţă sunt 
complementare şi ajută la înţelegerea fenomenelor de interacţiune dintre mobil şi structura 
elastică. Primul aspect se referă la rezolvarea problemei răspunsului structurii la o sarcină 
mobilă,   ceea   ce   înseamnă că acţiunea   mobilului   este   redusă la   forţa   de   interacţiune, 
neluându-se în calcul gradele de libertate ale sistemului mobil [1, 2].
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Al  doilea  aspect  are  în  vedere  rezolvarea  completă  a  problemei  prin  luarea  în
considerare  a  gradelor  de  libertate  ale  sistemului  mobil.  În  esenţă,  se  pleacă  de  la
rigiditatea dinamică sau statică a firului de contact pentru a echivala modelul cu parametrii
distribuiţi al catenarei cu unul având parametrii concentraţi şi variabili în timp în funcţie de
viteza de circulaţie  şi  de distanţa dintre stâlpii  de susţinere a catenarei.  Acest  model este
“asamblat” cu cel al pantografului care este reprezentat printr-un sistem oscilant cu unul până
la trei grade de libertate [3, 4, 5]. 

În marea majoritate a studiilor legate de răspunsul catenarei la o forţă mobilă, este
preferată  reprezentarea acesteia prin modele liniare bazate pe ipotezele coardei vibrante.
Astfel,  cel  mai  simplu  model  reduce  întreaga  structură  a  catenarei  la  firul  de  contact
asimilat  printr-o  coardă  infinită  legată  la  o  bază  fixă  prin  elemente  elastice  şi  de
amortizare uniform distribuite (fundaţie Winkler cu amortizare vâscoasă). Prin aceasta se
neglijează  influenţa  variaţiei  elasticităţii  datorită  stâlpilor  de  susţinere  şi  atârnătorilor.
Rezultatele obţinute cu acest model sunt de bază şi pot fi folosite pentru comparaţie aşa
cum a procedat A. Metrikine [1] pentru a evidenţia efectul neliniar introdus de atârnători.

 
2. MODELUL MECANIC

În  continuare se consideră  modelul cel mai simplu al  catenarei,  respectiv o coardă
infinită pe suport elastic continuu (fig. 1). Firul catenarei are secţiunea transversală  A şi este
confecţionat  dintr-un  material  cu  densitatea  ρ.  Totodată  firul  este  tensionat  cu  forţa  T.
Suportul elastic este alcătuit din elemente  elastice şi de amortizare cu caracteristici liniare şi
uniform distribuite de-a lungul catenarei. 

Asupra firului acţionează o forţă constantă P care se deplasează cu viteza constantă V.
Mişcarea firului se raportează la sistemul fix Oxz. De asemenea, se ataşează un sistem mobil
în dreptul forţei O'x'z cu 

                                                   xVtx ′+=                                                                          (1)

Pentru  un  observator  fix,  firul  va
începe să se mişte din ce în ce mai intens pe
măsură  ce  forţa  se  apropie  de  punctul  de
observare  şi  va  atinge  deplasarea  maximă
atunci  când  forţa  trece  prin  dreptul
observatorului.  Mişcarea  firului  îi  apare
observatorului  ca  o  undă  care  se deplasează
de-a lungul  acestuia.  Dacă  însă  observatorul
se deplasează odată cu forţa P, atunci, după un
anumit  timp de  la  începerea  deplasării  când
vibraţiile proprii s-au amortizat, va observa că
forma firului este stabilizată  de-a parte şi de
alta a forţei întrucât observatorul se deplasează odată cu unda cauzată de forţa mobilă.  

Ecuaţia de mişcare a firului raportată la referenţialul fix este 
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Fig. 1. Modelul mecanic pentru calculul răspunsului

firului de contact la o forţă constantă mobilă.



unde m=ρA este masa firului pe unitatea de lungime, k - constanta elastică, iar a - constanta de
amortizarea ale suportului elastic continuu. 

Pentru a determina forma stabilizată a undei din fir, se face schimbarea de variabilă (1)
prin care mişcarea este  raportată la referenţialul mobil. Se obţine
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unde ζ este gradul de amortizare (se va considera numai cazul amortizării subcritice, ζ< 1), ω0

–pulsaţia proprie a firului pe suportul elastic,  c – viteza de propagare a undelor prin fir iar
p=P/m. Relaţiile de calcul ale parametrilor introduşi sunt după cum urmează
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Întrucât interesează  numai răspunsul permanent,  derivatele în raport cu timpul care
apar în ecuaţia de mişcare (2) trebuie anulate
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Este nevoie acum de condiţiile la limite
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Problema definită de ecuaţia neomogenă (4) şi condiţiile la limite omogene (5) poate fi
rezolvată  cu  ajutorul  funcţiei  Green.  Aceasta  se  construieşte  ca  o  combinaţie  liniară  a
funcţiilor proprii ale operatorului diferenţial al ecuaţiei. Deci, se pleacă de la ecuaţia omogenă
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şi se încearcă soluţii de forma
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Se ajunge astfel la ecuaţia caracteristică
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Trebuie subliniat faptul că  în funcţie de natura valorilor proprii se stabileşte forma
funcţiei Green. Se disting două cazuri care vor fi rezolvate pe rând.

1. Cazul V< c este cazul subcritic când forţa se deplasează cu o viteză mai mică decât
viteza de propagare a undelor prin firul de contact. Valorile proprii sunt reale şi de semne
contrare
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În  această  situaţie,  funcţia  Green  G(x',ξ)  are  două  forme care  asigură  îndeplinirea
condiţiilor la limite 
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unde A- şi A+ sunt funcţii de ξ ce urmează a fi determinate din condiţiile de continuitate şi salt
pe care funcţia Green trebuie să le îndeplinească [6]. 

Deci funcţia Green trebuie să fie continuă pentru x'=ξ 
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Derivata în raport cu x' trebuie să aibă un salt în x'=ξ
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Rezolvând sistemul format de ecuaţiile (12) şi (13) se obţin 
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Formele funcţiei Green pot fi prelucrate ţinând seama că 
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Înlocuind  (15)  împreună  cu  expresiile  lui  λ1 şi  λ2 în  (14),  se  ajunge  la  o  formă
“condensată” a funcţiei Green
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Deplasarea firului în sistemul de referinţă mobil este dată de soluţia ecuaţiei (3) care
se scrie 
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Integrala din relaţia de mai sus se poate efectua astfel

                     21d),(d),(d),( IIxGxGxGI
x

x

+=ξξ′+ξξ′=ξξ′= ∫∫∫
∞

′

′

∞−

∞

∞−
.                       (18)

Avem mai întâi
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În final, se obţine pentru deplasarea firului expresia
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Deformaţia firului în punctul de aplicare a forţei mobile rezultă luând în relaţia de mai
sus x' = 0. Avem
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Relaţia  arată  că  deformaţia  firului  creşte  odată  cu  creşterea  vitezei,  ceea  ce  este
echivalent cu scăderea rigidităţii dinamice a firului de contact.

2. Cazul  c < V reprezintă regimul supracritic când forţa P se deplasează cu o viteză
mai mare decât viteza de propagare a undelor prin firul de contact. Apar două situaţii diferite
şi anume, V < c/(1-ζ2)1/2 şi respectiv V > c/(1-ζ2)1/2. 

Dacă c < V < c/(1-ζ2)1/2, atunci valorile proprii sunt reale şi pozitive
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iar dacă  V > c/(1-ζ2)1/2, aceasta va determina ca valorile proprii să fie complex-conjugate cu
partea reală pozitivă
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În aceste condiţii, construcţia funcţiei Green G(x',ξ) ridică o problemă legată de faptul
că orice formă exponenţială bazată pe vreuna din valorile proprii de mai sus nu poate satisface
condiţia la limită pentru  x' →∞. Ca urmare, singura formă posibilă a funcţiei Green este ca
aceasta să fie nulă pe ramura respectivă
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unde A1 şi A2 depind de ξ.
Condiţiile de continuitate a funcţiei (12) şi de salt al derivatei (13) devin
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După câteva calcule rezultă A1 şi A2
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precum şi funcţia Green
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Aceasta din urmă mai poate fi scrisă sub forma
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în care H(.) este funcţia treaptă unitară a lui Heaviside.

Deplasarea firului în raport cu sistemul de referinţă mobil se calculează de asemenea

cu relaţia (22). Integrala (23) îşi conservă  forma numai că  I1 se anulează. Din (22) şi (23)
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)(

11
d][

))((

1
22

21

)()(

22

21

21

cV
ee

cV
I

x

xx

−λλ
=ξ−

−λ−λ
−= ∫

∞

′

ξ−′λξ−′λ
.              (28)

Ţinând seama de relaţiile lui Viète aplicate ecuaţiei (11), rezultă relaţia 
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care, introdusă în (28), conduce la 
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Revenind la relaţia (22), mai este de calculat G(x’,0), adică
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Ţinând seama de expresiile valorilor proprii şi de relaţia (20), se scrie
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Se obţine deformaţia firului de contact
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Se poate observa că relaţia rămâne valabilă şi pentru situaţia în care  V > c/(1-ζ2)1/2.
Într-adevăr, avem 
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pentru că sh(jx)/j=sin(x). 

3. APLICAŢIE NUMERICĂ

În continuare sunt prezentate rezultatele simulării numerice folosind modelul mecanic de mai
sus. S-au considerat următoarele date [1]: m=1,1 kg/m, T=15kN, k=0,4 kN/m2 , a=0,5 Ns/m2

şi P=55 N. Rezultă mai întâi valorile parametrilor sistemului
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-viteza de propagarea a undelor prin fir    8116
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  Figura 2 a arată că în cazul subcritic (pentru simulare s-a luat V=70 m/s≈0,6c), săgeata
firului  scade  exponenţial  de  o parte  şi  de  alta  a  punctului  de  aplicare  a  forţei  constante.
Această descreştere este mai pronunţată în faţa forţei decât în spatele ei. În situaţia în care
lipseşte  amortizarea,  forma  firului  devine  simetrică.  Într-adevăr,  pentru  ζ=0,  relaţia  (33)
devine
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expresie care arată simetria deformaţiei firului faţă de x'=0.
       În  cazul supracritic,  interesează  de fapt  c/(1-ζ2)1/2 >V pentru că,  în  condiţiile  date,
gradul de amortizare este foarte mic iar c/(1-ζ2)1/2

este cu puţin mai mare decât  c. Efectiv avem c/
(1-ζ2)1/2 =1,000071c,  ceea  ce justifică  afirmaţia
precedentă.

 Figura  10 b arată  deformaţia  firului  în
regim  supracritic.  Calculul  s-a  efectuat  pentru
viteza de 130 m/s≈1,11c. Comparând cele două
figuri 2 a şi b, se vede clar diferenţa între cazul
subcritic şi cel supracritic. În regim supracritic,
deformaţia nu este simetrică în raport cu punctul
mobil de aplicare a forţei. În faţa forţei, firul nu
se deformează pentru că forţa se deplasează mai
repede decât viteza de propagare a undelor prin
fir.  Acest  aspect  este  similar  cu  efectul  Match
din  acustică.  În  schimb,  în  spatele  forţei,  se
creează o zonă de siaj în care deformaţia firului
este  foarte  mare  şi  se  propagă  pe  o  distanţă
considerabilă,  spre deosebire de cazul subcritic
când  deformaţia  firului  este  localizată  în
imediata apropiere a forţei.  În  regim subcritic deformaţia maximă  a firului este în dreptul
forţei, pe când în regim supracritic, deformaţia maximă migrează undeva în spatele forţei.

4.CONCLUZII

  
Studiul răspunsului unui fir întins pe o fundaţie vâsco-elastică la o forţă mobilă constantă este
interesant  din  punct  de  vedere  practic  datorită  aplicaţiilor  specifice  privind  interacţiunea
pantograf-catenară în cazul trenurilor de mare viteză.
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Fig. 2. Deformaţia firului: a) viteză subcritică; b) viteză

supracritică.



Soluţia  problemei  este  obţinută  aplicând  metoda funcţiei  Green.  Au fost  analizate
regimul subcritic şi cel supracritic, iar rezultatele obţinute sunt consistente cu cele menţionate
în literatura de specialitate. 

Cercetările ulterioare vor extinde aplicarea acestei metode la modelul cu parametrii
distribuiţi şi variaţie periodică a elasticităţii firului de contact. 
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