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Rezumat: Vibratiile sistemului pantograf-catenara se incadreazd in problematica vibratiilor unui
sistem mobil pe o structurd elasticd. Reducdnd actiunea pantografului la o fortd mobild, in acest articol se
studiaza raspunsul catenarei consideratd o coarda infinita legata la o baza fixa printr-o fundatie Winkler cu
amortizare vdscoasd, utilizand metoda functiilor Green. Se disting doua regimuri: subcritic §i respectiv,
supracritic dupa cum forta se deplaseaza cu o viteza mai mica sau mai mare decdt viteza de propagare a
undelor prin firul de contact. In regim supracritic, in fata fortei, firul nu se deformeazd pentru cd forta se
deplaseaza mai repede decdt viteza de propagare a undelor prin fir. Acest aspect este similar cu efectul Match
din acusticd. In schimb, in spatele fortei, se creeazd o zond de siaj in care deformatia firului este foarte mare si
se propaga pe o distanfa considerabila, spre deosebire de cazul subcritic cand deformatia firului este localizata
in imediata apropiere a fortei. In regim subcritic deformatia maximd a firului este in dreptul fortei, pe cdnd in
regim supracritic, deformatia maxima migreaza undeva in spatele fortei. Cercetarile ulterioare vor extinde
aplicarea acestei metode la modelul catenarei cu parametri distribuiti si variatie periodica a elasticitatii firului
de contact.

Cuvinte cheie: pantograf-catenara, functie Green, coarda infinitd, fundatie vasco-elastica.

Abstract: This paper deals with the steady state response of a long string to uniformly moving constant
load. Such issue is of interest for the practical field of the pantograph-catenary system. The catenary is modeled
as an infinite string on visco-elastic foundation subjected to a constant moving load. The solution of this
problem is obtained via the Green’s function method. The sub-critical and super-critical responses are
analyzed.
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1. INTRODUCERE

Vibratiile sistemului pantograf-catenard au fost studiate intens in ultimii 40 de ani
odatd cu cresterea vitezelor de circulatie. Avand 1n vedere configuratia catenarei care
poate fi privita ca o structurd infinitd cu variatie periodicd a elasticitatii, vibratiile
sistemului pantograf-catenara se incadreaza in problematica vibratiilor unui sistem mobil
pe o structurd elastica. Acest tip de probleme comportd doud aspecte care 1n esentd sunt
complementare §i ajuta la intelegerea fenomenelor de interactiune dintre mobil si structura
elastica. Primul aspect se referd la rezolvarea problemei raspunsului structurii la o sarcind

mobild, ceea ce nseamna cd actiunea mobilului este redusd la forta de interactiune,
neludndu-se in calcul gradele de libertate ale sistemului mobil [1, 2].
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Al doilea aspect are in vedere rezolvarea completd a problemei prin luarea in
considerare a gradelor de libertate ale sistemului mobil. In esentd, se pleacid de la
rigiditatea dinamica sau statica a firului de contact pentru a echivala modelul cu parametrii
distribuiti al catenarei cu unul avand parametrii concentrati si variabili in timp Tn functie de
viteza de circulatie si de distanta dintre stalpii de sustinere a catenarei. Acest model este
“asamblat” cu cel al pantografului care este reprezentat printr-un sistem oscilant cu unul pana
la trei grade de libertate [3, 4, 5].

In marea majoritate a studiilor legate de raspunsul catenarei la o fortd mobila, este
preferata reprezentarea acesteia prin modele liniare bazate pe ipotezele coardei vibrante.
Astfel, cel mai simplu model reduce intreaga structurd a catenarei la firul de contact
asimilat printr-o coardd infinitd legatd la o bazd fixa prin elemente elastice si de
amortizare uniform distribuite (fundatie Winkler cu amortizare vascoasa). Prin aceasta se
neglijeazd influenta variatiei elasticitatii datorita stalpilor de susfinere si atarnatorilor.
Rezultatele obtinute cu acest model sunt de bazd si pot fi folosite pentru comparatie asa
cum a procedat A. Metrikine [1] pentru a evidentia efectul neliniar introdus de atarnatori.

2. MODELUL MECANIC

In continuare se considerd modelul cel mai simplu al catenarei, respectiv o coarda
infinitd pe suport elastic continuu (fig. 1). Firul catenarei are sectiunea transversald A si este
confectionat dintr-un material cu densitatea p. Totodata firul este tensionat cu forta T.
Suportul elastic este alcatuit din elemente elastice si de amortizare cu caracteristici liniare si
uniform distribuite de-a lungul catenarei.

Asupra firului actioneaza o fortd constantd P care se deplaseaza cu viteza constantad V.
Miscarea firului se raporteaza la sistemul fix Oxz. De asemenea, se ataseaza un sistem mobil
in dreptul fortei O'xz cu

x=Vt+x (1)
Pentru un observator fix, firul va

incepe sd se miste din ce in ce mai intens pe k% "J|:' % Il % 1 % i
T

masurd ce forta se apropie de punctul de

observare si va atinge deplasarea maxima T . A
atunci cand forta trece prin dreptul F
observatorului. Miscarea firului 1i apare ZT_.E ZIT_J;'
observatorului ca o undd care se deplaseaza o I

de-a lungul acestuia. Daca insd observatorul

se deplaseaza odata cu forta P, atunci, dupa un

anumit timp de la inceperea deplasérii cand Fig. 1. Modelul mecanic pentru calculul raspunsului

. .. .. . o firului de contact la o forta constanta mobila.

vibratiile proprii s-au amortizat, va observa ca

forma firului este stabilizatd de-a parte si de

alta a fortei intrucat observatorul se deplaseaza odata cu unda cauzata de forta mobila.

Ecuatia de miscare a firului raportata la referentialul fix este

2 2
O 0 -T2 = g + PSGe—VE)
ot ot ox )

m
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unde m=pA este masa firului pe unitatea de lungime, k - constanta elastica, iar a - constanta de
amortizarea ale suportului elastic continuu.

Pentru a determina forma stabilizata a undei din fir, se face schimbarea de variabila (1)
prin care miscarea este raportatd la referentialul mobil. Se obtine

2 2
W oy gy O o

V22
N Pwz o oot " o

=—g+pd(x’), 3)

unde C este gradul de amortizare (se va considera numai cazul amortizarii subcritice, {< 1), @,
—pulsatia proprie a firului pe suportul elastic, ¢ — viteza de propagare a undelor prin fir iar
p=P/m. Relatiile de calcul ale parametrilor introdusi sunt dupa cum urmeaza

ST S
2«/mk’ *m’ m

Intrucat intereseaza numai raspunsul permanent, derivatele in raport cu timpul care
apar in ecuatia de miscare (2) trebuie anulate

2
W oy O

V?*=¢?
ox”"* ox’

C+ogw=—g+ pd(x). 4)

Este nevoie acum de conditiile la limite

lim w= 0 (5)

%]

Problema definita de ecuatia neomogena (4) si conditiile la limite omogene (5) poate fi
rezolvatd cu ajutorul functiei Green. Aceasta se construieste ca o combinatie liniard a
functiilor proprii ale operatorului diferential al ecuatiei. Deci, se pleaca de la ecuatia omogena

, 2. 0w ow
(V* =) —7—200,V —; —+ogw=0 (6)
ox”? ox’
si se incearca solutii de forma
w=Ae™. @)

Se ajunge astfel la ecuatia caracteristica
(V> =N —2Lo,VA+ 0., =0. (8)

Valorile proprii, respectiv solutiile ecuatiei caracteristice sunt

§V+\/§ Vit -V?
Vi-¢?

Ao = ©)
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Trebuie subliniat faptul ca in functie de natura valorilor proprii se stabileste forma
functiei Green. Se disting doua cazuri care vor fi rezolvate pe rand.

1. Cazul V< ¢ este cazul subcritic cand forta se deplaseaza cu o viteza mai mica decat
viteza de propagare a undelor prin firul de contact. Valorile proprii sunt reale si de semne
contrare

—LV+ VP +c?=V?
) g SV HCV e

LV =V 4 V2
2 2 0‘)0
c’ =V

>0, A, = RS

<0.

(10)

In aceastd situatie, functia Green G(x',§) are doua forme care asigura indeplinirea
conditiilor la limite

G (x,E)=Ae"" pentru —oo<x'<&
(11)

G'(x,&)=A'e™" pentru E<x'<eo,
unde A" i A* sunt functii de & ce urmeaza a fi determinate din conditiile de continuitate si salt

pe care functia Green trebuie sa le Indeplineasca [6].
Deci functia Green trebuie sa fie continua pentru x'=§

A M = AteM 5, (12)

Derivata in raport cu x' trebuie sa aiba un salt in x'=§

9G*E+0.6) G (E-0E) 1
ox’ ox’ c-v?’
adica
1
+,0, 8 -, M & _
A, ATe™ ==L\, A'e RRpCaRTER (13)
Rezolvand sistemul format de ecuatiile (12) si (13) se obtin
o o ME e oM
(7\'2_7\'1)(6'2_‘/2), (7\'2_7\'1)(6'2 _Vz)
si apoi functia Green
e}hl(x'_é)
G (x,&)=- t —o<x'<
(x,&) A V) pentru 1
(14)
, 9 ,
G'(x,&)=- pentru  §<x' <o,

A, =A)(c*=V?)
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Formele functiei Green pot fi prelucrate tinand seama ca

—(hy A =V =20,/ VE +c7 V2. (15)

Inlocuind (15) impreuna cu expresiile lui A; si A, in (14), se ajunge la o forma

“condensata” a functiei Green

_mo\/§2V2+c2—V2‘x'—§|+CV(x'—§)
, e 2_y?
G(x,E) = —— (16)
20,4V +c> =V

Deplasarea firului in sistemul de referintd mobil este data de solutia ecuatiei (3) care
se scrie

W)= [ G(.B)l-g + pd©IdE = —g[ G(¥,§)dE+ pG(x'0). (17)

Integrala din relatia de mai sus se poate efectua astfel

I = I:OG(X’,E_;)dE_, = -[;G(x”é)dg-i'-[:(;(x”é)d& = Il +]2 . (18)
Avem mai Intai
, Jevievivey
! Koy ()
Il = e c =V d&:
200,402V +c2 -V T
1 cl-Vv? B \/szz +er-y? _CV

202V VOV -V LV 2020V 4RV

1 - _%7@%2;&; AP
I, = 2,2 , 2 2 .[c'e o g =
20,0V +c? =V

1 ¢ —y2 JOVE 4 v 4Ly

202V V2 OV -V v 202V 4RV

iar apoi

m
I (19)

In final, se obtine pentru deplasarea firului expresia
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2y72 2 2 /| ’
Vite" =V x|+CVx
W)= -8 p expl — 0, N4 : 2| |+¢
ko 2,0V +c> V3 =V

(20)

Deformatia firului in punctul de aplicare a fortei mobile rezulta luand 1n relatia de mai
sus x'=0. Avem

w(x' =0)=—"64 P

ko 20,0V 4=V

Relatia aratd ca deformatia firului creste odatd cu cresterea vitezei, ceeca ce este
echivalent cu scaderea rigiditatii dinamice a firului de contact.

2. Cazul c¢ < V reprezinta regimul supracritic cand forta P se deplaseaza cu o viteza
mai mare decat viteza de propagare a undelor prin firul de contact. Apar doua situatii diferite
si anume, V < ¢/(1-£?)' si respectiv V > ¢/(1-C?)'2,

Daca ¢ < V < ¢/(1-£?)'2, atunci valorile proprii sunt reale si pozitive

VeV (v =2 VeV —(v? — 2
A =m0€ \/QVZ E ) >0, 4, =c00€ \/Cvz g ) >0, (2D
—C —C

iar daca V > ¢/(1-{*)"?, aceasta va determina ca valorile proprii sa fie complex-conjugate cu
partea reald pozitiva

LV + Vi —CV2 =¢?

CV—j\/VZ _szz _c?
A =0, Voo

>0.
Vi_c?

>0, A, =0,

(22)

In aceste conditii, constructia functiei Green G(x',&) ridica o problema legati de faptul
ca orice formd exponentiald bazata pe vreuna din valorile proprii de mai sus nu poate satisface
conditia la limita pentru x" —oo. Ca urmare, singura forma posibila a functiei Green este ca
aceasta sa fie nuld pe ramura respectiva

G (x,E)=AeM " + A" pentru —eo<x' <&

(23)
G*(x",€)=0 pentru §<x'<oo,
unde A, si A, depind de &.
Conditiile de continuitate a functiei (12) si de salt al derivatei (13) devin
Aeh S+ A =0
(24)
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Mg ME
A Ae"c+Ah, At =—

|y
Dupa cateva calcule rezulta A, si A,
-ME —Aaf
e e
A = — s A = . 25
A=) T (A =) =
precum si functia Green
_ , e)hl(x'_é) _ e}hz(-’c'_é) ,
G = T i ey Pentu e sx <t
1 2
(26).
G'(x,€)=0 pentru E<x'<oo,
Aceasta din urma mai poate fi scrisa sub forma
, 67\1(-’5’_&) _ 67\2(-’5’_@ ,
G(x,i)=—0L =y )(VZ_CZ)H(é—x), 27)
1 2

in care H(.) este functia treapta unitara a lui Heaviside.

Deplasarea firului in raport cu sistemul de referintd mobil se calculeazd de asemenea
cu relatia (22). Integrala (23) 1si conserva forma numai cd /; se anuleaza. Din (22) si (23)
avem

1 TroM 8 _ A (=g 1 1
I=-— [e™ —e™ 1d¢ = )
M)V —c?) J W W 28)
Tinand seama de relatiile lui Viete aplicate ecuatiei (11), rezulta relatia
0)2
My =t (29)
care, introdusa in (28), conduce la

o, k- (30)

Revenind la relatia (22), mai este de calculat G(x’,0), adica

, eklx' _ ekzx' ,
G(x',0)=- H(=x). (€29)

A, =MV =c?)

Tinand seama de expresiile valorilor proprii si de relatia (20), se scrie
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otV VEV-(vi=c?) JOvi-vi-c?)
2 2% o 22 x ~® 22 x
Vi-c Vi-c Vi-c
e e —e

@,y LV - (V2 —c?) 2

G(x',0)=- H(—x)

sau
0LV v

G(x',0)=— i sh| @, Ve 2—(V2—c Ny (32)
W,y CV? = (VZ =c?) Vi-c

Se obtine deformatia firului de contact

o gV,

2_ 2" 24,2 yy2 2
W(x/):—%_ pe’ sh| o, \/C 4 5 (V2 ¢ )x' H(-x). (33)

Se poate observa ca relatia raimane valabila si pentru situatia in care V > ¢/(1-{»)"2.
Intr-adevar, avem

okV

Vi 272 (2l
W(X’):_E_ pe sh| o, \/C > ( > )x' H(-x)=
gV v
V2—(;2 .G) V2 _ sz _ 2 , ,
—_m8_ pe sh| 2 oy _ : Y Hx)=
Y T W
(N4 v
v2_¢? V2 _ 2V2 _ 2
SOLL B sin m(,‘/ SV =< vlmew
k mo\/vz —v? - A

pentru ca sh(jx)/j=sin(x).
3. APLICATIE NUMERICA

In continuare sunt prezentate rezultatele simulirii numerice folosind modelul mecanic de mai
sus. S-au considerat urmatoarele date [1]: m=1,1 kg/m, T=15kN, k=0,4 kN/m? , a=0,5 Ns/m?
si P=55 N. Rezultd mai intai valorile parametrilor sistemului

(0] 1 [400
-frecventa proprie v, =—2=— |[— =303Hz;
fa prop * om 2m\ 11
dul d i C——O’S =0,0119
-gradul de amortizare > 400 11 ) ;
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/150000
-viteza de propagarea a undelor prin fir c¢= EETEE =116,8 m/s.

_mg _ 1,1-9,81

-deformatia statica w, = =0,027 m.
k 400

Figura 2 a arata ca in cazul subcritic (pentru simulare s-a luat V=70 m/s=0,6¢), sdgeata
firului scade exponential de o parte si de alta a punctului de aplicare a forfei constante.
Aceastd descrestere este mai pronuntatd in fata fortei decit in spatele ei. In situatia in care
lipseste amortizarea, forma firului devine simetricd. Intr-adevir, pentru {=0, relatia (33)
devine

, mg p ,
(x)y=—"">4+————-expl-®
w(x r 20, (—cz—Vz P( o‘x‘),

expresie care arata simetria deformatiei firului fata de x'=0.

In cazul supracritic, intereseaza de fapt ¢/(1-C%)"?
gradul de amortizare este foarte mic iar ¢/(1-*)"*
este cu putin mai mare decat c. Efectiv avem c/
(1-8»'"* =1,000071c, ceea ce justificd afirmatia
precedenta.

Figura 10 b aratd deformatia firului 1n
regim supracritic. Calculul s-a efectuat pentru
viteza de 130 m/s=1,11¢. Comparand cele doud
figuri 2 a si b, se vede clar diferenta intre cazul
subcritic si cel supracritic. In regim supracritic,
deformatia nu este simetricd Tn raport cu punctul
mobil de aplicare a fortei. In fata fortei, firul nu
se deformeaza pentru ca forta se deplaseaza mai
repede decat viteza de propagare a undelor prin
fir. Acest aspect este similar cu efectul Match 50 100 50 0 50
din acustici. In schimb, in spatele fortei, se Distanta ()
creeaza o zond de siaj in care deformatia firului
este foarte mare si se propagd pe o distantd
considerabild, spre deosebire de cazul subcritic
cand deformatia firului este localizatd 1in
imediata apropiere a fortei. In regim subcritic deformatia maxima a firului este in dreptul
fortei, pe cand 1n regim supracritic, deformatia maxima migreaza undeva in spatele fortei.

>V pentru cd, In conditiile date,

-10

—
(5]
T

=]
o

Dreformatia (mim)
. s |
[=]

[x]
R=]
=)

-30 20 10 0 10 20 30 40

[
=

Dreformatia (i)
i)
= =

e
(=]

Fig. 2. Deformatia firului: a) viteza subcritici; b) viteza
supracritica.

4.CONCLUZII

Studiul raspunsului unui fir ntins pe o fundatie vasco-elastica la o fortd mobila constanta este
interesant din punct de vedere practic datoritd aplicatiilor specifice privind interactiunea
pantograf-catenara in cazul trenurilor de mare viteza.
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Solutia problemei este obtinutd aplicand metoda functiei Green. Au fost analizate
regimul subcritic §i cel supracritic, iar rezultatele obtinute sunt consistente cu cele mentionate
in literatura de specialitate.

Cercetarile ulterioare vor extinde aplicarea acestei metode la modelul cu parametrii
distribuiti si variatie periodica a elasticitatii firului de contact.
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