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Rezumat: Studiul deformatiilor barelor in domeniul liniar elastic supuse la compresiune, necesitd
totdeauna scrierea ecuatiilor de stabilitate a echilibrului elastic. O structurad este stabila daca la o modificare finita
a conditiilor initiale nu au loc schimbdri foarte mari ale solutiei de echilibru initial, in caz contrar structura astfel
incarcata este nestabila. Comportarea unei coloane supusa la compresiune se raporteaza la cazul clasic al coloanei
EULER ce reprezinta o bara perfect dreapta articulata la capete, dintr-un material omogen, liniar elastic, cu
sectiune constanta avind o axa de simetrie, bara fiind supusa la o forta de compresiune dirijata dupa axa barei ce
trece prin centrele de greutate ale sectiunii. Scopul acestei lucrari este de a prezenta modul in care se obfin matricile
de rigiditate Ky i Ky pentru o bara supusa la compresiune avdnd capetele rigide sau articulat-rigide, pentru a putea
scrie relatiile matriceale intre fortele/cuplurile si deplasarile capetelor. De asemenea sunt prezentate exemple de
calcul a fortelor critice pentru doud coloane cu unul si respectiv doud reazeme intermediare folosind programul
MATHCAD

Cuvinte cheie: calculul fortei critice de flambaj, coloane cu reazeme intermediare

Abstarct: The study of deformable linear beam subjected to compression required always the stability
equilibrium equatins. A structure is stable if a finite change in the initial conditions does not produced an infinite
change in the solution, otherwise the structure is unstable. The clasic elastic behaviour of the column subjected to a
compressive force is referred as the Idel Euler Column: a perfect starin beam, made of a homogeneous linearly
elastic material, with a constant cross-section having a simmetrical shape, subjected to compressive force along
centroids cross-section axis. The aim of this paper is to explain the build of stiffness matrix Ky, and ry of Fixed-Fixed
Beam Column respectivley Fixed-Hinged Beam Column to obtain the relation between reactions and end-degrees of
freedom. In the paper are presents also two applicatins of this matriceal method for calculus of critical load buckling

P/Pr corresponding to column with one and two pin, using MATHCAD programm.
Keywords: compressive force, critical load, MATHCAD programm

1. RELATII MATERICEALE PENTRU CALCULUL SISTEMELOR DE BARE CU
NODURI RIGIDE

Pentru un element de bara sudat la capete (cu noduri rigide), delimitat de nodurile 7 si 2,
avand lungimea [, rigiditate la ntindere-compresiune EA, rigiditate la incovoiere EI se
considera un sistem de axe de local O\xy astfel incat axa O;X sa coincida initial cu axa barei.

a. In zona stabilititii elastice a barei cu noduri rigide, sub actiunea sarcinilor exterioare si a
fortelor de legatura din noduri, au loc atit deformatii ale elementului cat si deplasari liniare sau
unghiulare ale capetelor (nodurilor rigide), notate cu: u;, v,, @,, u,, v,, @, (fig.1).

Prin izolarea elementului fata de cele doua noduri se introduc fortele si
cuplurile de forte nodale notate cu (fig.1):
F' F‘ M¢, F', F¢

xI1> * yl? z1? x20 © y2»

A7 ¢
M, .
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Relatia matriceala intre fortele si
cuplurile de forte si deplasarile
liniare/unghiulare nodale ale
capetelor 1 si 2 au fost deduse [1],
[3] siau urmatoarea forma:

By
Fy 0o 12 %
F) El
| 0 65 4 0 -6 2° 1 O
F5 — ﬁ 0 0 EA 0 0 u,
F, L L v,
e, 0 —12% - if 12% —6% ?,
o eZL E g, _gE ,H
L L L L L |
Daci se noteaza EAL?/EI = ¢ atunci relatia matriceald (1) se mai poate scrie sub forma:
F; [l 0 0 -a 0 0] (w/L
Fy 0o 12 6 0 -12 o6 v,/ L
M—;i/L :ﬂ 0 6 4 0 -6 2 ' _(71 @)
Fy Cla 0 0 a 0 0] |n/L
F, 0 -12 -6 0 12 -6/ |n/L
M,/L 0o 6 2 0 -6 4]

In cazul particular al unei grinzi continue, supusa doar la incovoiere si forfecare (fara
eforturi axiale) relatia matriceala (2) se scrie sub forma:

M,/L 4 6 2 -6 @
V, | _EI|6 12 6 -I2||v,/L
ML 2 6 4 -6|] o
v, -6 —-12 -6 12| |v,/L

3)

b. In zona instabilititii elastice a barei drepte articulatd la un capat si rigidi la celilalt

(fig.2), solicitata cu forta axiald P, functiile deplasérilor v(x), ale rotirilor ¢(x) si eforturilor
incovoietoare M;(x) sunt date [2] de expersiile:

v(x)=C,sinkx+C,coskx+C;x+C,
O x)=kC, coskx—kC, sinkx+C, 4)
M, x)=EN'(x)=—-k’EI(C, sinkx+C, cos kx)
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Fig.2

Constantele C;, Cs, Cs si Cy din relatiile (4) se determind din conditiile la limita:

C,=0

C,=v,

v(0)=v,=C,+C,
M(0)=0=-k’EI-C
,( ) . 2 = C = (VZ—V1_¢2L)
vWL)=v,=C,sinkL+C,coskL+C,L+C, I sinkL—kL cos kL
o(L)=@,=kC,coskL—kC, sinkL+C, c :kCOSkL(Vz_V1_¢2L)
sinkL—kLcos kL

Expresia efortului Incovoietor M;(x) din relatiile (4) devine:

2 J— J—
M(x)=EN(x)=—EI. % Vomvi=iL)
sinkL—kLcos kL

M,=-M,(0)=0
El Kk’ sinkL
M,=M/(L)=———
L sinkL—kLcoskL

k*L? sinkL
sinkL—kLcoskL’

(vz -V, - ¢2L)

Daci se fac notatiile: P=k’El ; d, =

Erd,
L L
Fortele V; si V> se determind din ecuatiile de echilibru scrise pentru element:

2
V,=—V2=%+k EI
{V,+V2=0 L

=
-ViL+P(v,=v,)+M, =0 EI(WJ(VZ—V[)+EI.dkL

V,=-V,= 3 IE T%

atunci relatia (7) devine: M, =— v,—v,—@,L)

(Vz_v1)

Relatiile (9) si (10) se mai pot scrie sub forma matriceald [2] astfel:
[ d,KC d, d kL]

2
du
L

d,,—k’L’

L2

L

kL

_du
L

2
_du
L

d,—k’L’

L2

Vi

?

V;

Cazul barei drepte rigida la un
capdat si articulata la celalalt (fig.3)
se obtine prin oglindirea figurii 2
fata de o axd verticala, Tncat
marimile se modifica astfel: M,—-

(&)

(6)

(7

®)

(€))

(10)

1L

M 1s VzﬁV],‘ V] ﬁVz,‘ O—=>-@; ; P
V2=V, Vi—V2.
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Relatia matriceald (11) se scrie pentru acest caz astfel:

[ d, K

2
_du
L

d,—k’L’

L2

L
L

d,—k*L ]
I? v,
d
A
dkL—kZL2 V,

——

(12)

c. In cazul flambajului barei drepte rigidi la ambele capete (fig. 4), solicitata cu o forta axiala
P, forma de echilibru a deformatei barei, functiile deplasarilor v(x), rotirilor ¢(x) si
eforturilor Tncovoietoare M;(x) sunt date [2] de expersiile:

v(x)=C,sinkx+C,coskx+C,x+C,
O(x)=kC, coskx—kC, sinkx+C,
M, x)=EN'(x)=—kEI(C, sinkx+ C, cos kx)

yA

Se obtin rezultatele:

Fig.4

Constantele C;, C,, C3si Cy se determinﬁgdin conditiile la limita:
v(0)=v,=C,+C,
#0)=¢,=kC +C,;
vWL)=v,=C,sinkL+C,coskL+C,L+C,
OL)=¢,=kC,coskL—kC, sinkL+C,

M2\> v,

(v2 -V, —¢1L)k sinkL+(@,—@, )J(coskL—1)

C =

2k — 2k cos kL—k*L sin kL

v, =@ L)k(coskL—1)+( @, — @, )(kL—sinkL )

C,=

Cy=0,-kC);
Expresia (13) a efortului Tncovoietor M;(x) devine:
M,(x)=k?EI(C, sinkx+ C, coskx)

2k =2k coskL—k’ L sinkL

C,=v,—C,

Hlv

13)

(14)

5)

(16)

Expresiile efortului Incovoietor M; la capetele barei se scrie 1n functie de deplasari si rotiri

astfel:

M,=-M,(0)=-k’EI-C,
M,=M,(L)=k’EI(C, sinkL+ C, cos kL)
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Fortele V; si V> se determina din ecuatiile de echilibru scrie pentru element:

V,+V,=0
-V,L+P(v,~v, )+ M, +M, =0

unde s—a notat: P=k’EIl

Daca se fac notatiile:

_ kL(sinkL—kLcoskL)

S = . ,
2—2coskL—kLsinkL

S Cr =

kL( kL—sinkL )

2—2coskL—kLsinkL’

=

Cr

{V] ==V,

kL —

K’El
L

M
M, +
L

sinkL

sy(l+c, )=

 sinkL—

kLcos kL
kK’I*(1-coskL)

(Vz_"])

2—2coskL—kLsinkL

(18)

(19)

Relatiile (16) si (17) intre fortele si deplasarile nodale se mai pot scrie sub forma matriceald

[2] astfel:
[ sy(1+c¢, ) sy(1+c¢c, )
S,y kL 7 kL Sy Co _ kL 7 kL
A‘//[U’ . su(l+cy)  2s,(1+c, —k’L)  s,(1+c,)  2s,(1+c¢, —K'L)
1 | _EL L I’ L r
M, , L su(l+c, ) _skL(1+ckL)
v SiLCre I3 SkL I3
= Csu(ltey )  2sy(1+c, —K°L)  sy(l+cy)  2sy(I1+c, —kL)
L L r L r

(20)

Verificarea relatiei matriceale (20) se poate face prin particularizarea barei nesolicitate
axial: Tn acest caz: P—0, kL—0 si se obtine la limita valorile sy , ¢ ce conduc la acelasi

relatie forte-deplasari (3):

, . kL(sinkL—kLcoskL ) M,
lim s, = lim - =4,
kL—0 k-0 2 —2coskL — kL sinkL |V
. . kL —sinkL ) 1 M
limc,, = lim ————"—=— 2
k-0 k-0 sinkL —kLcoskL 2 v,

4 0 5, _06

L L
6 12 6 2|9
_El L L 2%
Li, 6 4 _6 ||
L L,
_6 12 6 12 |**

L L I L I’
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2. FLAMBAJUL BAREI ARTICULATE LA CAPETE CU UN REAZEM

INTERMEDIAR

Se considera o bara dreapta de rigiditate EI formata din doua tronsoane de lungimi L; si L,
cu un reazem intermediar situata la limita celor doua tronsoane, solicitata de o fortad axiald P ca

in figura 5.

L;
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Pentru aceastd coloand se pot scrie relatiile matriceale intre fortele si deplasarile nodale
(11) si (12) pentru cele doua tronsoane 1-2 si 2-3, tindnd seama ca deplasdrile din reazeme sunt
nule, astfel:

| dku_kZLi dkL] _ dku_kZL? ]
v, , L, L, L 0
e Bara 1 (tronsonul 1-2): _EI dyy _dyy (22)
M2 1~ dkL] ¢2
- L L L
Vo | aK d d, - |0
_Yr 1 _ % kLI 1
L L] L] L] |
_ dkLZ_k ZLg dkLZ dkLZ_k ZLg
v, , L L, r 0
e Bara 2 (tronsonul 2-3): . LB _dy, d dyps (23)
2.2(— L kL2 L ¢2
Vi | a0 d dk2 |0
kL2 2 _ %2 G2 2
. L L, Lo
Ecuatia de echilibru a eforturilor incovoietoare din reazemul 2 se scrie:
M, +M, ,=0 (24)
Ceea ce conduce la ecuatia de stabilitate la flambaj pentru acest caz:
EI EI
—dy, +—dy, |9, =0 (25)
LI LZ

Pentru cazul particular: L;=L, L;=0d, si pentru valorile numerice a=0.05; o=0.1;
o=0.2; o=0.5; oa=1; o=2; o=5; o=10, se obtin solutiile date in tabelul 1, folosind
programul MATCAD pentru reprezentarea functiei si calculul rddacinilor ecuatiei

2 . 2 .
F(0) = X -sin(x) + X -0-sin (0 X)

sin(x) — x-cos (X) sin(0-X) — O X cos (0 X)
Tabelul 1
o kL | Ly/L=mwkL | P/Pe= | Lungimea

root (£ (x),x,4,4.48 = 4.4208

100

=(kL/n)* | coloanei
0.05 | 44208 | 0.7106 | 1.9802 | 1.05-L
0.1 | 43521 | 0.7218 | 1.9191 1.1-L
0.2 | 42229 | 0.7439 | 1.8068 1.2.L

T

[Z Tz
=

0.5 | 3.8567 | 0.8146 1.5071 1.5L

1 | 31416 ] ] 2L

2 | 19283 16202 | 03767 | 3L

3 | 13533| 23214 | 01856 | 4L

4 | 10403 | 30199 | 01097 | s |

5 | 08446 | 3719 | 0.0723 6L “ : 6
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Observatii:
e Cazul a=0.05 corespunde barei de lungime /.05L cu reazemul intermediar foarte

apropiat de articulatie si o fortd critica de flambaj aproximativ 2 Pg , unde Pg= EIL?
este forta criticda EULER,;

e Cazul a=I corespunde barei de lungime 2L articulatd la capete cu un reazeme
intermediar la mijloc, lungimea de flambaj egald cu lungimea unui tronson si o forta
critica de flambaj egala cu Pg;

e Cazul a=5 corespunde barei de lungime 6L articulatd la capete cu un reazem

intermediar mai apropiat de unul din capetele articulate, lungimea de flambaj egala cu
3.7196 L si o forta critica de flambaj egala cu 0.0723Pg.

3. FLAMBAJUL BAREI ARTICULATE LA CAPETE CU DOUA REAZEME
INTERMEDIARE

Se considera o bara dreapta de rigiditate EI formata din trei tronsoane de lungimi L; L, si
L3, cu doud reazeme intermediare situate la limita celor trei tronsoane, solicitatd de o forta
axiald P cain figura 5.

v, =0
N
R
3
Fig.6

Pentru coloana din figura 6, se scriu relatiile matriceale intre fortele nodale si deplasari
(11), (12) si (20) pentru fecare din cele trei tronsoane 1-2, 2-3 si 3-4 astfel

e Bara 1 (tronsonul 1-2):

dku_kzLi dkL[ _ dku_kzLi
v, dL, L dL, 0
- EI 26)
M,  =— —L dy, - ?, (
V. | L L 272 le 2 0
-1 _ dkLl_k L/ _ dkL[ dkLl_k L/
L L, L, L, |

e Bara 2 (tronsonul 2-3):

s Sua(1+¢y,) s c _ Sup(d+cy,)
w2 L w2CrL2 L
M,, Suol1+¢,)  285,(14¢, —K°L)  s(1+cey,)  2s,(1+cy, =K’ L)) ||
Voo |_EI L, L L, L 0|27
M;, L, SuaCirs Spa( L+ ¢y, ) Sus _ Sia(1+¢y) (/N
Vi L 242 L 2,2 0
_SkL2(1+CkL2) _ZSkL(]+CkL2_k L) _SkL2(1+CkL2) 28,,(1+cy, kL)
I L, L L, L |
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Bara 3 (tronsonul 3-4):

_ d km_k ’ Li‘ d kL3 d kLZ_k ’ Lé ]

oL

ﬂ _ dys dyus (28)
M 3_3 dkL?
V o L;? L;? ) L;?
4 d, ik ’ Li‘ _ dys _ d, sk ’ Li‘
L L, L
Ecuatia de echilibru a eforturilor incovoietoare din reazemele 2 si 3 se scriu:

M, +M, ,=0 29)

M; ,+M; ;=0

Inlocuind expresiile momentelor M, ;, M, 5, M 5 si M; ; date de relatiile matriceale (26),
(27) si (28) se obtine sistemul omogen avand ca necunoscute @, si @s:

EI EI
f di @+ f (skL2 ‘O, + 812Ck0  Ps ) =0
EII 2 EI (0)
f (skL2CkL2 Ot Sy, ¢3)+ f dy;-9;=0
2 3
Sistemul (30) admite solutii nebanale dacd determinatul sau este nul:
% 4 Sz Skr2CkL2
LI LZ LZ
=0 31
Siz2CkL2 dips | Suz
LZ L3
Pentru cazul particular: L;=L;=L, L,=al relatia (31) devine:
ﬁ i Sar SaCoart 5 5
L aL aL =0 o & + Sai S et Cohr. =0 (32)
SeurCair. G 4 Sair. L alL alL
aL L oL

Pentru valorile numerice particulare: a=0.1; a=0.2;

a=0.5; a=0.8; o=1; a=2; a=3;

o=4; o=5, se obtin solutiile din tabelul 2, folosind programul MATCAD pentru reprezentarea
functiei si calculul radacinilor ecuatiei.

100

f(x)

R 0|
axis(x)

- 50]

- 100

2 .
d(x) = X -sin (x)

sin (x) — x-cos (X)

o-x — sin(o-x)

cox) =
sin(0:X) — O x-cos (01 X)

o-x:(sin(o-x) — o-x-cos (- X))

sox) =
2 —2-cos (0-X) — oxsin( Q- X)

2 2
f(x) = (d(x) + &(")) - (soc(x)» w(x))
o

o

root (f(x),x,3,3.5) =3.1416



Tabelul 2

a kL Ly/L=m/kL | P/Pg= | Lungimea
=(kL/7)’ coloanei
0.1 | 42887 | 0.7325 1.8636 2.1L
0.2 | 41156 | 0.7633 1.7162 2.1L
0.5 | 3.7008 | 0.8489 1.3877 25L
0.8 | 3.3557 | 0.9362 1.1109 2.8 L

1 3.1416 1 1 3L
2 2.2467 | 1.3978 05114 4L
3 1.6839 | 1.8657 0.2873 SL
4 1.3354 | 2.3525 0.1807 6L
5 1.1038 | 2.8462 0.1234 7L

Observatii:

Cazul a=0.1 corespunde barei de lungime 2./ L cu cele doud reazeme intermediare
situate la mijloc foarte apropiate, lungimea de flambaj egala cu 0.7325L si o forta critica
de flambaj 1.8636 Pr ,unde Pg= PEI/L este forta critica EULER;

Cazul o=1 corespunde barei de lungime 3L articulatd la capete cu cele doud reazeme
intermediare echistante, lungimea de flambaj egald cu lungimea unui tronson si o forta
critica de flambaj egala cu Pg;

Cazul o=5 corespunde barei de lungime 7L articulatd la capete cu cele doud reazeme
intermediare mai apropiate de capetele articulate, lungimea de flambaj egala cu 2.8462
L si o forta critica de flambaj 0.1234 Pg;

. CONCLUZII

Metoda matriceald propusd este o metodd exactd pentru calculul fortelor critice de
flambaj avand la bazd exprimarea unitard a relatiilor forte-cupluri in functie de
deplasarile liniare si unghiulare ale capetelor barei

Metoda are un grad ridicat de generalitate n ceea ce priveste e configuratiile diferite de
rezemare a coloanelor:

a. capetele pot fi articulate sau rigide la rotire;
b. se poate mari numarul reazemelor (n>2) ;
c. se poate modifica oricum distanta Intre reazemele intermediare.

Metoda poate fi extinsa intr-o lucrare viitoiare prin luarea in considerare si a
deplasarilor laterale ale reazemelor intermediare
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