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Rezumat: In acestd lucrare de studiazd unele aspect ale dinamicii transportului cu remorci, utilizindu-
se un model cu mai multe grade de libertate. Se prezinta ecuatiile diferentiale ale miscarii si expresiile fortelor
dezvoltate in sistem, atdt pentru cazul cdilor de rulare drepte cdt si a celor cu denivelari.

Cuvinte cheie: dinamica de transport, mai multe grade de libertate, ecuatiile diferentiale ale miscarii

Abstract: In this paper some aspects of the dynamics transportation by trailers are studied using a
model with many degrees of liberty. The differential equations of the movement and the forces expressions
developed in the system are presented, both for the straight circulating ways as for the uneven ones.

Keywords: dynamics transportation, many degrees of liberty, differential equations of the movement

1. INTRODUCERE

Problematica studiata in cadrul acestei lucrdri este de o reald actualitate deoarece
transporturile sunt astdzi motorul comertului si practic a economiei. Raspandirea cazurilor
analizate este evidentd, utilizarea remorcilor intadlnindu-se atit in transportul urban, cit mai
ales in agricultura.

Studiul teoretic are Tn vedere atat cazul simplu al deplasarii remorcilor pe cai de
rulare plane, fara denivelari cat si cazurile cu denivelari. Mijloacele de transport cu remorci
circula de reguld, pe drumuri si terenuri care prezinta astfel de deniveldri, acestea producand
vibratii §i socuri relativ mari intregului sistem. Socurile si vibratiile mai pot fi cauzate si de
alte surse ca: variatia vitezei de deplasare, curbele, smuciturile Tn timpul manevrdrilor,
franarile sau accelerarile etc.

Elementele sistemului analizat, lucrand in conditiile specifice, sunt solicitate
dinamic. Aceste solicitdari sunt preluate in mod deosebit de organele de legatura si de
suspensie ale fiecarui element. Sistemul de suspensie trebuie sd atenueze socurile si sa
amortizeze vibratiile care apar.

2. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII SISTEMULUI

Pentru realizarea studiului am considerat un sistem alcatuit din n elemente de masa

my, my, ..., m, siun element motor de masa M (fig.1) care actioneaza cu forta de tractiune
F . Dacd notam cu F,y, F,, Fy, ..., F,, fortele de rezistentd vascoasa la deplasarea
corpurilor, cu 1701, 1712, .., Fiai, ..., Fyan fortele care apar in cuplajele dintre corpurile
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alaturate si cu 0 jocul in legatura dintre corpurile i si i+, ecuatiile diferentiale ale miscarii
sistemului au forma:

M - xg =F = Fyg = Forsmpx) = Foyp = Fyp = Fiases 0
mxy =Fi; —Fp = Fijseomyx, =Fy o = Fpyy,
in care xp, X1, X2, ..., X, sunt deplasdrile absolute in miscarea de translatie fata de pozitiile

statice de echilibru a celor n+1 corpuri.
Fortele care apar in cuplajele dintre elementele i-1 si i se pot exprima cu relatii de
forma:

Fiyp =lk(xioy —x; = 8)+ el — ;)] Hxioy —x; = 6)+
+ k(g = x)+ ey = x)IH = (ximg =)}

unde k este constanta elasticd a arcurilor, ¢ coeficientul de amortizare iar H (xi_l - X; —5)
functia lui Heaviside.
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Inlocuind in sistemul (1) fortele Fi-1; date de (2) se obtine:

Mx, =F—[k~(x0 —x; = 6)+c-(xg —Xl)]-H(xo —x - 0)+
+ [k (xg —x1)+ ¢ (g = 37)]- H(x) —x0)— Fyg
myxy =[k - (xo —x; = 8)+c-(xg — ) )| H(xg —x; = 8)+[k - (xg — x1 )+ ¢ (xg — x7)]-
H(xy = xg)=[k-(xy —xp = 8)+c- (o =) Hxy —x, = )+
+ [k (x —xp)+ ¢+ Gy =3 Hlxy —xy) - Fpy
m%; =k (o —x; = 8)+ e Gy — x| Hxioy —x; = 8)+ [k - (g =)+ ¢ (g — 5]
CH(x; = x; )= [k (o = x4y = 8)+ e (& — 3y )]- Hx; — x40 = 8)+
+ [k (e = xp)+ e (5 = X )] Hxigg —x;)— Fpy

3)

[k'(xn—l _xn)"'c'(jcn—l _xn)]H(xn _xn—l)_Frn'

Ecuatiile (3) caracterizeaza miscarea sistemului cu n mase cuplate la elementul motor
in cazul manevrarilor sub actiunea fortei de tractiune F.

In cazul a trei corpuri cuplate la elementul motor, corespunzitor sistemului de
transport cu trei remorci, ecuatiile diferentiale sunt:
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M-ig=F—lk-(A = 8)+cA | H(A, =)+ (kA +cA,) H(=A,)= Fog
myiy =k (A = 8)+c A |- H(A, - 8)+ kA, +cA)-H(-A,)-
—[k'(A2—5)+CA2]'H(A2—5) (ka, +ch,) H(-25)-Fyy
myiy =[k-(Ay —8)+c- Ay | H(Ay —8)+(kAy +cAy ) H(-Ay) -
—[k-(Ay =)+ cAs | H(As - 8)+ (kAs +cAy ) H(-A3) - Fpy
maiy =[k- (A3 = 8)+ - Az H(Az - 8)+ (kA3 +cAs)- H(=A3) - Fs,

“)

in care s-a considerat: M — masa elementului motor; my, my, m3 - masele remorcilor;
A;j=xi_1—x; si A =x; —x; (i=123) deplasirile si respectiv vitezele relative; d - jocul in
legatura dintre remorca 2 si 3.

3. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII REMORCILOR

Daca se considera remorca izolata (fig.2), se poate analiza migcarea cu ajutorul a opt
parametrii independenti (8 grade de libertate) astfel: @ si ¥ rotatiile benei in jurul axelor Oy
(tangaj) si respectiv 1n jurul axei Ox a primei, respectiv a celei de-a doua perechi de roti
(punte fata si punte spate); x — deplasarea centrului de greutate al remorcii dupd axa Ox; z; si
7> — deplasarile dupa axa Oz a centrelor de greutate ale celor doua punti; z — deplasarea
centrului de greutate al benei dupa axa Oz.
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Pentru studiul miscarii este necesara scrierea ecuatiilor Lagrange sub forma:

i(an_ OE _ _JV _9d¢ (k=1.2,..8) (&)
dt\9qx ) 9dqr  9qr  9Iqy
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unde E este energia cinetica a sistemului, V energia potentiald, ¢ functia disipativa, g si gk
coordonatele si respectiv vitezele generalizate.

Avand in vedere cele de mai sus putem scrie expresiile:

1 1 1 1 o 1 .9
E=—my - 3> +=J +—J, +—my, oz t=J P +
> >y ?’ > '// > Mp AT 4

1 o1 1 201y | .,
+— 75 +—J +—|m +2m +— 1 x7;
My 2 o e 03 2[ b R2
(6)

2y 2 31 2
V=z—5i ki +Z_kli5li;

) )

i=1 i=1

S | 2
0= —ci6f + ) =c0ii;

o 2 s

in care: J,, Jy momentele de inertie ale benei 1n raport cu axele Ox si respective Oy; Jix,

J1y momentele de inertie ale puntilor in raport cu axele Ox si respective Oy; my, si Mp
masele benei si respective al puntilor; J; si 0y; deformatiile arcurilor suspensiei si respectiv
ale caii de rulare; k; si kj; constantele elastice ale sistemului de suspensie si respective ale

caii de rulare; ¢; si ¢j; coeficientii de amortizare ai sistemului de suspensie si respectiv ai caii

de rulare.

Deformatiile 6; si d); se calculeazi cu relatiile:

respectiv,

Si=z+y-b+p-1-(g +<01 ;
S =z2-w-b+o-1—(z - -b);

7
53=Z+(//'b—(/"l—(12+(/’2' b 2
Sy=z2-y-b—@-1—(z5 -9, b),
o=z +¢ -a-1n;
O1p =21~ @ a—T1>;
(8)

O13=22 + @y -a—1s;
014 =20 — Py -a—T14;

in care s-a considerat @¢=¢; Y =¥  precum si coeficientii 77; care tin seama de
neuniformitatea deplasarii puntilor.

Considerand k; =k, c¢;=c, kyy=ky, c;=c, m=m,=n, N3=N4=7" si tinand
seama de relatiile (5) si (6), se obtin ecuatiile diferentiale ale miscarii sistemului:
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mpZ+4cz—2czy +4k-z—2k -7y —2k -7y —2c-2; =0
Jyp+2c® - p—2c12 2y 4212 2y + 4k P9 -2k %2 + 2K 2, =0

J W +4ch? -yr—2cb? - ¢ — 2cb? - ¢y + 4kb*y — 2kb% @) — 2kb> @y =0
mpél —2c-7=2cl-@+2c-71 —2¢| - —2kz — 2kl@+ 2kzy + 2¢1 21 + 2ky21 — 2k =0

J1efr = 26b +2cb> gy +2ciat) = 2kb>y + 2kb> ) +2¢1a” @y + 2kya’ @y — 2kyan =0 )
m,Zy —=2c-2+2cl-@+2c- 29 +2¢; - 29 = 2047 = 2kz + 2k@ - 1 + 2kzy + 2k 25 = 2ki17"=0

J120n = 2cb> @+ 2cb> @y +2c1a’ @y + 20117 — 2kb >y + 2kb% @y + 2kya’ @y + 2kyan’ =0

2J1y .
my, +2m, + 5 x=0.
Ro

Ecuatiile diferentiale date de sistemul (9) s-au scris 1n ipoteza ca miscarea remorcii
se face pe un drum fara denivelari.

4. ECUATIILE MISCARII iIN CAZUL CAILOR DE RULARE CU DENIVELARI

In cazul cand apare o denivelare (fig.3) de inaltime notatd cu e, traiectoria centrului
rotii O va avea ecuatia

(x=A) +[n- (R, —e)* =R} (10)
de unde
n=(R, —e)tyR? - (vt 1)? (11)

1n care s-a considerat x =Vt ,

A\
™

\ S/,
/

Dupa mai multe operatii, se obtine
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2
(2Rpe=e” | RE (12)

n=-"———-vt
R, —e Z(Rr—e)3

unde A=4/2R, e~ ¢2 . Fortele care lucreazi asupra suspensiei remorcii sunt:

F{=F; =kz+klp+kz) +cz+clp—cz
(13)

F3=F;=kz—klp—kzyp +cz—clp—cz,.
Deformatiile in amortizoare sunt 6y =0, =z 19—z si 03 =04 =219 -z, . Fortele
care se dezvolta ca urmare a contactului dintre roti si calea de rulare sunt

{Fl =Fy =kjzy + 1z —kmy —cny;

: _ 14
Fy=F4=kyzy + 120 — k113 —C173. (1

In aceste conditii, vibratiile remorcii in timpul trecerii peste denivelare sunt
caracterizate de ecuatiile

mb2+4ci—2c22 +4k'Z—20'21—2k'Z1—2k'Z2:0

Jy@+4cl® =2l 2y +2cl -y +4kI*Q— 2kl - 2y + 2ki - 2 =0

. . . . . 15
myZy —2c-z=2cl- p+2c+cy) 2y —2kz =2kl + 2k + ky )2y =+2¢y77) + 2k 77 (1)
myZy —2c-2+2cl-@+2c+cy) 29 —2kz+ 2kl - 9+ 2k + ky )2y = +2¢17 + 2ky77’,
sau:
. de . 2. 4k 2 . 2k 2k
it—z-——zpt— 72— zg——71——25 =0
mp my, mp mp my, mp
prdel o 2 2el L AKE O 2W 2K
‘]y Jy : y ? Jy ‘]y : Jy ?
(16)
. 2 . 2l . 2c+e) . 2k 2k 2k+k 201 . 2k
mp mp mp mp — Mp mp mp mp
. 2c . 2 . 2c+cy) . 2k 2K 20k +k 21 ., 2k
Z2——C'Z+—C'¢+M'ZQ——Z+—'¢+MZ2—iﬂ——177=0,
mp mp mp mp  npy mp mp mp

5. CONCLUZII

Miscarea sistemului de transport cu remorci s-a putut modela ca un sistem cu mai
multe grade de libertate. Ecuatiile diferentiale obtinute permit o analizd corespunzatoare a
miscdrii sistemului care se deplaseaza pe cdi de rulare drepte sau cu denivelari. Astfel, s-au
putut stabili relatii de calcul pentru fortele din suspensii si pentru cele care se dezvolta in
interactiunea roti — cai de rulare.

Rezultatele obtinute ofera oportunitatea dezvoltarii ulterioare a procesului de
optimizare a transportului cu remorci pe diferite tipuri de cdi de rulare. Plecand de la largirea
in ultimii ani a gamei de utilaje de transport folosite mai ales in domeniul agriculturii, autorii
isi propun 1n viitor extinderea studiului realizat si spre alte noi cazuri si situatii.
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