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Rezumat: Se trateaza rostogolirea cu alunecare a unei curbe convexe peste o alta curba
convexd fixa. Ecuatiile diferentiale ale miscarii sunt obtinute din teoremele generale adaptate miscarii placii si
din matricea constrdngerilor care difera de la un caz la altul.
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Abstract: It is treated in fact the rolling with sliding of a convex curve over another fixed convex curve.
The differential equations of the motion are obtained from general theorems adapted to the motion of the plate
and from constraint matrix which is different from case to case.
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1. INTRODUCERE

Pentru stabilirea modelelor matematice ale calculului dinamic numeric al sistemelor
multicorp [5] se utilizeaza fie teoremele generale ale mecanicii, fie ecuatiile lui Lagrange.
Echivalenta analitica dintre cele doua modele conduce la utilizarea unor proprietdti ale
matricelor vitezelor unghiulare ale solidului, proprietdti ce se vor stabili in prezenta lucrare.

2. ASPECTE CINEMATICE. NOTATII

Se considera placa mobila cu centrul de greutate O, de masa ” si moment de inertie J
fata de punctul O, marginita de curba I'(Fig.1) care se rostogoleste cu sau fara alunecare
peste o curba convexa fixa I si fie Oy XY sistemul de referintd fix, iar Oxy sistemul de
referintd mobil solidar cu placa pozitionat fatd de sistemul fix prin coordonatele (x 0 Y, 0) si
prin unghiul 6.
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Fig.1. Placa mobila peste o curba fixa

Se considera de asemenea definite coordonatele parametrice fatd de sistemul fix ale curbei
I,, X (fl), Y(fl) si derivatele acestora in raport cu parametrul &, panid la ordinul trei

(X Y ,,), (x X,YX), (x ,,Y,), precum si coordonatele parametrice fatd de sistemul mobil

x(f2 ), y(fz) ale curbei I' si derivatele acestora 1n raport cu parametrul g, pana la ordinul

trei ('xp’y[]), (xs’yy), (xz’yt)'
Utilizand pentru inceput notatiile:

=] st -] = | [
o] {r,,}{j; }; el ]
o= 0 o) wa] |

ol a7

conditia de contact intre curbele Iy si I' din punctul A se transcrie in relatia:
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{R}=1{R,}+[0] {r}, )
iar conditia de tangenta se transcrie in relatia
&, -[U]fo]-&r, }=0. (©)
Prin derivarea in raport cu timpul a relatiilor (4), (5) si {inind seama de egalitatile
[6]=6-[u]-[o]: [u?]=-[1.]. (7)
se obtin expresiile

~& R J+R, J6-[U)[0]-f}+ &, -[0] &, }= {0} )
~6-R, Y -], 1+ & R Y - [ULO]f, 3+ &, R, F-[UD [0] r, )= {0} 9)

Viteza din punctul de contact, de componente (Vx vy ), scirsa matriceal sub forma

{v}:{:’f } (10)

y

pe baza relatiei (8), poate avea una din formele

v}=1R,}+6-[U]-[o]-{r}, an
=& R, }-& ]t ], (12)

si are acelasi sens cu vectorul de componente (X e ) daca
T
&, I -{1>o0, (13)
respectiv de sens contrar daca

R} {o}<0. (14)

3. ECUATIILE DINAMICE GENERALE ALE MISCARII

In cazul miscarii discului marginit de curba T' peste placa mérginita de curba I, (Fig. 1),
fortele de legaturd din punctual de contact A sunt reactiunea normala N de componente NV,

N, 1nsistemul O, XY si reactiunea tangentiala 7 de componente T, 7, in sistemul O XY .
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Daca torsorul fortelor exterioare care actioneaza asupra discului mobil are componentele
in sistemul fix (Fx F, M 0) atunci din teoremele generale ale dinamicii [2], In absenta
frecarii de rostogolire se obtin ecuatiile:

m-X,=F +N_+T,;
m'Y‘O:F},+N),+Ty; (15)
J-6=M,+(x-X,)-(N,+T,)-(r=7,)-(N, +T,),

care, cu ajutorul notatiilor

m 0 O
Ml=10 m 0| {q}=(x, v, &), (16)

0O 0 J

N, T,
iN}= N, {T}= T, : (17)
Ny'(X_Xo)_Nx'(Y_Yo) Ty'(X_Xo)_Tx'(Y_YO)
{F, }={N}+{T}, (18)
se transcriu 1n ecuatia matriceala

M]-{@}={F}+{F. }, (19)

unde prin {F L} s-a notat matricea componentelor torsorului rezultant al fortelor de legatura

(matricea fortelor de legatura).
Matricea fortelor de legatura, tinand seama de expresia (5), se poate scrie si sub forma

N T,

X

{F. }= N + T : (20)

y y

N, (X=X,)-N (r-v)| |T,-(X-X,)-T (¥-Y,)

v
iar Tntr-o exprimare mai generala [1], [3], se pot scrie si sub forma

{F, }=[A]-@a}, 2
unde matricea [A] depinde de parametrii cinematici (x 0:Y0,6,8,,8, ), iar ) reprezinta

matricea coloana a unor parametrii ce definesc fortele de legatura.
In acest fel, ecuatia diferentiala matriceala dinamica (19) devine:

M]{q, }={F}+[A]- {0}, (22)

18



si contine trei ecuatii scalare.
La ecuatia matriceala (22) se adauga ecuatia matriceala a constrangerilor cinematice care
[1], [3] este de forma

[B]-{a, }+[D]-{a,}=10}, (23)

Unde

{a.1=( &), (24)

iar matricele [B], [D] depind de parametrii cinematici (x 0:Y,60.¢,,¢, ).
Prin derivarea 1n raport cu timpul a relatiei (23) si prin utilizarea notatiei

{c}=-[B|-a,}-Ip|-{a.}. (25)
se obtine ecuatia
[B]-{d, }+[D]-{a, }={c}. (26)
Ecuatiile (22) si (26) se reunesc in ecuatia finala
[[M] o] - [A]} .} o

B [ b,,] {gj}} =l @)

din care se deriveaza, prin calcul numeric functiile de timp {q1 (t)}, {q2 ()}, {A(0)}.
in ecuatia (27) prin [O,n,,] s-a notat matricea nula cu 7 linii §si 7 coloane, prin 7, s-a

notat numarul de coloane ale matricei [A] , 1ar prin 1, s-a notat numarul de linii ale matricelor

[B], [D].
4. CAZUL LEGATURII CU FRECARE DE ALUNECARE
4.1. ASPECTE TEORETICE

In acest caz forta de frecare de alunecare T (fig.1 ) este situatd pe tangenta la curba, de
sens opus vitezei de alunecare si indeplineste conditia

T|=u,-N, (28)

unde K, este coeficientul de frecare de alunecare.

Daca se admite cd parametrul A este pozitiv atunci pe baza expresiilor (12), (13), (14) se
pot scrie relatiile

19



T.=4-pu-X,,T,=4-uY,,
Unde

y| i R <o
—My I {Rp}T'{V}>O

In acest fel forta totala de legitura are componentele
Al-Y, +u-x, X, +uv,)

si cu notatiile

0)=[U]-2-[,]: ], }= [0} &, ],

Li]{ {ﬁ[f}]; {E]}{J

se deduce

{FL}: [Z&]ﬂ’

(29)

(30)

€1y

(32)

(33)

(34)

Pe parcursul calculelor se testeaza semnul parametrului A deoarece in cazul legaturii

unilaterale, la schimbarea semnului se produce desprinderea.

4.2. APLICATIE

Pentru discul circular din fig.2 si se determine variatia in timp a parametrilor v, &, &,,
6, A, in aceleasi conditii initiale considerAnd pentru coeficientul de frecare de alunecare

valorile #, =0.01; 0.1; 0.2.
In acest caz, prin calcul direct se deduc expresiile:

51 = Rg '(Cosél =l -sin 51)_/‘0 '4;:12;

G=-21 [gosing, +(R-r) &]

N:m'[g'Sin§1+(R_r)'£12]; V=(R—F)-§élz+r-9';

éz 251_0,

unde V este viteza de alunecare.
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Fig.2. Aplicatie

Din momentul in care viteza de alunecare se anuleaza miscarea discului devine de
rostogolire fara alunecare, iar modelul matematic pentru acest caz se va stabili ulterior.

Pe baza rezultatelor numerice obtinute pentru parametrii v, &, &,, €, A s-au trasat

diagramele de variatie pe intervalul de timp pana la care viteza de alunecare se anuleaza, iar
miscarea devine de rostogolire pura.
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Fig.3. Variatia in timp a parametrului vV cand #, =0.01
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Fig. 4. Variatia in timp a parametrului vV cand #, =0.1
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Fig. 5. Variatia in timp a parametrului &, cand 4, =0.01
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Fig. 6. Variatia in timp a parametrului &, cand #, =0.1
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Fig. 7. Variatia in timp a parametrului &, cand &, =0.01
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Fig. 8 Variatia in timp a parametrului &, cand 4, =0.1
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Fig. 9. Variatia n timp a parametrului € cand #, =0.01
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Fig. 10. Variatia in timp a parametrului @ cand 4, =0.1
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Fig. 11. Variatia in timp a parametrului A cand &, =0.01
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Fig. 12. Variatia in timp a parametrului 4 cind #, =0.1
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Se constata ca odata cu cresterea coeficientului de frecare de alunecare (fig. 3, 4), timpul
pana la care viteza de alunecare se anuleazi scade si de asemenea scade si unghiul &, (fig. 5,

6), care pozitioneaza centrul discului in momentul in care se termina rostogolirea cu alunecare
si incepe rostogolirea purd
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