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Rezumat: Se considera o piesa de tip placa, de forma complexa, pentru care se cunosc schemele de
rezemare §i incarcare; este de interes general stabilirea valorii sarcinii critice aplicate asupra acesteia, pentru
cele doua situatii posibile corespunzdtoare sensului de aplicatie a sarcinii — se considera ca rigiditatea
tronsonului median al piesei este identica cu suma rigiditatilor tronsoanelor exterioare. Abordarea clasica este
completata de studiul in baza metodei elementului finit, in scopul verificarii si sustinerii solutiei initial alese.

Cuvinte cheie: flambaj, Euler, placa, element finit, valori proprii

Abstract: A shaped plate is considered to be fixed and loaded as shown in the pictures above; it is of
general interest to establish the critical force for the plate in the case of an tensile load P versus the reversed
sign of the same load case. The flexural rigidity of the middle part is equal to the sum of the rigidities of the
outer parts. The classical approach has been followed by Finite Element Analisys, in order to support the
conclusions, natural frquency solvers and buckling solvers typically use the same solution methodology, in both
cases we are solving for eigen values wich make the stiffness matrix singular (i.e. the structure has zero
stiffness) — in the case of a buckling solver, we are looking for values of the load multiplier for wich the
structure buckles.
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INTRODUCERE

Daca se considerd o piesa de tip placa[3], incastratd la extremitatea superioara (fig.1),
supusa actiunii unei sarcini concentrate de valoare P, in doud variante de incarcare (fig.1 a, b),
este de interes stabilirea marimii sarcinii critice de flambaj pentru cele doua cazuri; rigiditatea
tronsonului de mijloc (de dimensiuni 2q,1), este identicd cu suma rigiditatilor tronsoanelor
exterioare (de dimensiuni q,1).
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fig.1

1. ABORDARE CLASICA. SOLUTIE ANALITICA

Ecuatiile diferentiale aproximative[1,2,6,7], pentru cele doud situatii de Incarcare se
exprimd in raport cu punctul de aplicatie al sarcinii utile concentrate P, considerat drept
origine (fig.2), astfel, in ipoteza deformatiilor mici[1,2,7]:

- pentru sensul pozitiv al sarcinii P (fig.2a.), ecuatiile fibrei medii deformate 1n cazul celor
doua tronsoane sunt:

Ely, +Py, =0;
Ely,”-Py, =0,

in care EI reprezintd rigiditatea la incovoiere (pe directie defavorabild) a tronsoanelor 1n

discutie; cu notatia B o sistemul de ecuatii diferentiale (1.1) devine:
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Y1” +o’ y, =0;
Y2” -o’ ¥, =0,

cu solutiile[4]:

y, = A, sinax + B, cos ax,
y, = A, sinh ox + B, cosh ax.
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fig.2

Constantele de integrare din relatiile (1.3) se determind din conditii la limita[2,7],
astfel:

x=0,y,=0=0=By;
x=0,y, =0=>0=A,;
x=Ly =y, = A sinal=B, coshal;

x=1y, =y, = A, cosal =B, sinhal
Se ajunge la ecuatia transcendentd[4,5], de forma:

tanol-tanh ol =1,
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cu solutia al=0,938rad | in concluzie, sarcina criticd de flambaj pentru primul caz de
solicitare este:
0,88 EI

P ==

- pentru sensul negativ al sarcinii P (fig.2b.) ecuatiile fibrei medii deformate ale celor doua
tronsoane, scrise in forma aproximativa, sunt:

Ely, Py, =0;
Ely, +Py, =0,

P

. . 2
sau, cu aceeasi notatie B o

Y1” —a’y, =0;
Y2” +a’y, =0,
cu solutiile:

y, = A, sinh ox + B, cosh ax,
y, = A, sinax + B, cosox.

Din conditii la limitd, constantele de integrare din ecuatiile (1.8) sunt de forma:
x=0,y,=0=0=B;
x=0,y, =0=0=A,;

x=1ly, =y, = A sinhal=B, cosal;

x=1y, =y, = A, coshol=-B, sinal

Se obtine ecuatia transcendenta:
tan o - tanh ol = —1,

satisfacuta de solutia al=%2,35rad | sarcina critica pentru cel de-al doilea caz de solicitare
fiind:

5,53El

b.
PcrA = 12
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2. SOLUTIE NUMERICA. CONCLUZII

Pentru stabilirea modului in care ipotezele simplificatoare de calcul admise 1n studiul
modelului propus (deformatii la incovoiere — ecuatia fibrei medii deformate in forma
aproximativa), pot conduce la afectarea solutiilor finale, a fost parcursa secventa de calcul

pentru un exemplu numeric ales (4 =12mm,1=180mm, E=2,1-10°N/mm*), cu ajutorul
unui program de calcul ce utilizeazd metoda elementului finit (FEA); dimensiunea relativ
mare a lungimii decupajelor ,,I” se datoreaza dorintei de situare in zona elastica de flambaj
(Euler)[7], pentru flambaj post-elastic sau plastic fenomenul fiind greu de cuantificat (zona se
preteaza la relatii experimental-empirice gen Tetmajer-lasinski)[2,6,7].

In genere, marea majoritate a programelor de calcul utilizeaza acelasi aparat matematic de
rezolvare atat Tn cazul studiului frecventelor proprii de rezonanta cat si pentru flambajul in
domeniul elastic (Euler); scopul este reprezentat de gisirea de valori proprii(solutii) distincte
(din Ib. germana, eigenvalues), pentru care se obtine o matrice rigiditate singulara (rigiditate
global a structurii, nuli). In cazul particular al pierderii formei de echilibru elastic, se cauti
valorile sarcinii critice de flambaj (pentru care se prognozeaza aparitia fenomenului), in speta,
valoarea coeficientului de siguranta la flambaj.

Modelarea porneste de la o ecuatie de echilibru scrisa de forma:

P=(K+K)A, Q2.1

in care K¢ reprezinta matricea rigiditate; pentru o crestere incrementald a sarcinii P cireia i
corespunde o crestere incrementald a deformatiei A;, ecuatia (2.1) este valabild pentru o

matrice rigiditate K¢ estimata pentru starea curenti de deformare a structurii. Conditia de
sarcind criticd se obtine pentru situatia In care va exista o deformatd diferita de zero fara
crestere incrementald a sarcinii, astfel, ecuatia de echilibru devine:

0=(K+K,)A., 2.2)

cu A #0 (crestere incrementald a deformatiei diferitd de zero din conditii initiale); criteriul

matematic de flambaj este det(K+K;) =0,
Sarcina curentd poate fi exprimatd ca un produs scalar intre sarcina initiald i un
coeficient, astfel:

Pi :Ci.P’:> KG :Ci.KG(,’ (23)
forma particulard a ecuatiei de echilibru devenind:
0=(K+c,Kg, )A, (2.4)

Sarcina criticd de flambaj este datd de produsul dintre cea mai micd valoare proprie a

solutiei ecuatiei de mai sus i sarcina initiala, P, =c-P
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Se defineste drept coeficient de siguranta la flambaj (buckling load factor), raportul:
2.5)

in care P reprezintd valoarea sarcinii pentru care structura ,,a flambat sau va flamba”(sarcina
critica de flambaj)[7], iar P valoarea sarcinii efectiv aplicate.

Valoarea coeficientului de sigurantd la flambaj determinatd cu ajutorul programului de
calcul va indica probabilitatea (relativa) de producere a fenomenului de pierdere a stabilitatii,

astfel, pentru ¢ >1 - sarcina aplicati este inferioara sarcinii critice de flambaj(fenomenul nu
se produce), €€ (0, 1] - sarcina efectiva depaseste valoarea sarcinii critice de flambaj

(probabilitate ridicatid de producere a fenomenului), iar pentru € <0 sarcina efectiv aplicati
tinde sd creasca rigiditatea globald a structurii prin solicitare de intindere (fenomenul nu se
produce); o valoare negativd a coeficientului de siguranta la flambaj indica o probabilitate
mare de aparitie a fenomenului doar in cazul aplicarii aceleiasi sarcini n directie opusa, 1n
plus algoritmul recomandand alegerea unor moduri proprii suplimentare de flambaj (buckling
modes) cu alegerea modului de flambaj corespunzator celui mai mic coeficient de siguranta
pozitiv.

Astfel, pentru sensul pozitiv de aplicare a sarcinii (P comprima tronsonul de mijloc al
structurii, fig.1a.), sarcina criticd de flambaj, conform relatiei (1.5), se va exprima:

3
0,88-2,1.10°- 25
P, = e PI=3BN, (2.6)

admitidndu-se o grosime a peretelui placii de 3mm Dupa parcurgerea secventei de calcul,
coeficientul de siguranta obtinut are valoarea estimata de 0,943 (fig.3), valoare in concordantd
cu rezultatele studiului analitic (valoarea ideala ar fi fost de 1,00 — P reprezinta chiar sarcina
critica de flambaj).

Pentru sensul negativ de aplicare a sarcinii utile (P intinde tronsonul median al structurii,
fig.1b.), conform solutiei (1.10), valoarea sarcinii critice de flambaj va fi data de:

3
5,53-2,1-105-£

P> = = 12, pb=1935,5N, 2.7

pentru aceleasi date geometrice ale piesei.

Diferenta substantiald intre valorile sarcinii critice de flambaj obtinute pentru cele doud
cazuri de incdrcare poate fi motivatd de efectul de intindere — rigidizare a structurii, avand
drept consecintd o crestere a rigiditatii globale a piesei pentru varianta a Il-a de incarcare
(fig.1b.).

Parcurgerea etapei de simulare pentru varianta a doua de iIncarcare (fig.4), are drept
rezultat un coeficient de siguranta la flambaj de 0,93, valoare suficient de apropiata de unitate,
pentru a putea confirma solutia analitica adoptata.
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fig.3

fig.4
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Pe langa criteriul general de aparitie a flambajului, rezultatele simularii prin metoda Finite
Element Analisys — FEA permit verificarea calitativd a corectitudinii formei deformate
corespunzatoare modului de flambaj caracteristic structurii, forma deformata in baza careia au
fost calculate solutiile studiului analitic (fig.2a.,b.), precum si ipoteza de calcul conform
careia studiul se situeaza in zona deformatiilor mici (fig.3.4).
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