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Rezumat: Luând ca referențial geometria spațiului ca mediu de propagare a oscilațiilor 
acustice raportate la vibrațiile reverberațiilor, mediul de propagare este dependent de timp şi 
de spațiu. Unda sonoră este explicitată în funcție de suprafața de undă, reprezentative fiind în 
prezentul studiu de caz, undele sferice. Din punct de vedere mecanic, propagarea undelor 
sferice este posibilă transversal sau longitudinal, determinările experimentale necesitând 
cunoașterea direcției de oscilație în mediul de propagare, precum și natura acestor unde,  
respectiv elastice așa cum este situația în prezentul studiu de caz. Undele acustice sferice 
longitudinale sunt cauzate de vibrațiile particulelor de-a lungul direcției de propagare. 
Sistemul acustic definit de o locomotivă care circulă în remorcarea unui tren și funcționează în 
sarcină totală, este format din elemente precum masa acustică (inerția acustică), capacitatea 
acustică (complianța acustică), rezistența acustică și impedanța acustică. 
Cuvinte cheie: impedanță, perturbație, vibrație, oscilație, reverberație, acustic, frecvență, 
mediu fractal, densitate spectrală, izotrop, complex. 
 
Abstract: Taking as a reference the geometry of space as a medium of propagation of acoustic 
oscillations related to vibrations of reverberations, the medium of propagation is dependent on 
time and space. The sound wave is explained according to the wave surface, being 
representative in the present case study, spherical waves. From a mechanical point of view, the 
propagation of spherical waves is possible transversely or longitudinally, the experimental 
determinations requiring knowledge of the direction of oscillation in the medium of 
propagation, as well as the nature of these waves, respectively elastic as is the case in the 
present case study. Longitudinal spherical acoustic waves are caused by particle vibrations 
along the direction of propagation. The acoustic system defined by a locomotive running 
towing a train and operating at full load, consists of elements such as acoustic mass (acoustic 
inertia), acoustic capacity (acoustic compliance), acoustic resistance and acoustic impedance. 
Keywords: impedance, disturbance, vibration, oscillation, reverberation, acoustic, frequency, 
fractal environment, spectral density, isotropic, complex. 
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1. INTRODUCERE 
 
Timpul de reverberaţie [1] este definit ca parametru fundamental de natură acustică şi 

are o rată de descreștere măsurată prin regresia liniară a celor mai mici pătrate ale curbei de 
descreștere. Timpul de descreștere (amortizare) timpurie (EDT - „Early Decay Time”) [2] 
reprezintă timpul necesar ca nivelul presiunii sonore să scadă cu 10 [dB] după ce sursa sonoră 
a fost oprită. „TrebleRatio” (TR) sau luminozitatea sunetului [3], reflectă „bogăția” armonică 
a frecvențelor ridicate și caracterizează mediul de propagare a undelor acustice pentru 
consolidarea sunetelor de frecvență ridicată (figura nr. 1). Orice curbă fractală acustică [4] a 
unui spațiu fractal acustic este dependentă direct de scala de rezoluție acustică t , lungimea 
curbei fractale acustice devenind infinită atunci când intervalul temporal t  este nul ( t =0), 
spațiul tridimensional asociat devenind astfel un fractal în sens Mandelbrot, factorul timp 
nefiind un fractal, devine  parametru afin al curbei fractale acustice şi atunci, conform 
principiului substituției acustice, scala de rezoluție t  se identifică cu diferențiala temporală 
dt , adică dtt   şi cazul dinamicii sistemelor hamiltoniene [5], dt  devine o variabilă 
independentă de mișcare [6]. 

 
2. DETERMINAREA ECUAȚIEI DE MIȘCARE NAVIER-STOKES            

GENERALIZATĂ PRIVIND CONSERVAREA DENSITĂȚII ACUSTICE   
 
În situația ruperii spontane a invarianței infinitezimale temporale acustice, a oricărui 

câmp acustic  , atunci derivata câmpului acustic   în raport cu timpul [7] capătă expresia:  
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Echivalența precedentă este posibilă doar în cazul diferențiabil, rămânând invariante la 
transformarea tt  , iar în cazul fractal, această echivalență își pierde valabilitatea 
întrucât pentru  0t , cele două ecuații nu sunt definite. Funcționalitatea acestor 

reasigurându-se prin înlocuirea câmpului acustic clasic  tX i ,  cu un câmp acustic 

fractal  dttX i ,, . Această nouă situație care implică dependența câmpului acustic   

atât de coordonatele spațiale iX  și de coordonata temporală t , cât și de scala de rezoluție dt , 
impune efectuarea următoarelor substituții: 
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Diferențiala câmpului acustic de coordonate  dttX i , , cu ni ,..,2,1  cunoaște 
expresia matematică următoare: 

      






 








 
 

 dt

ddi

dt

dd

dt

d
dttdtxdttXd iii

22

1
,,   (3) 

unde: ultima ecuație reprezintă expresia ecuației fractale acustice, iar factorul ixd  definește 
componenta diferențiabilă și independentă de scala de rezoluție acustică a câmpului de 

coordonate acustic, în timp ce factorul id  definește componenta fractală și dependentă de 
scala de rezoluție acustică a aceluiași câmp de coordonate acustic. 

Operatorul fractal acustic t /  are expresia: 
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Fig. 1. Modelul dinamic simplificat al sursei de unde acustice propagate în mediul ambiant (vehiculul 
feroviar care circulă pe calea de rulare) 

Câmpul vitezelor complexe acustice [8] se obține prin aplicarea operatorului fractal, 

câmpului acustic de coordonate iV , în care componenta reală a câmpului vitezelor complexe 

acustice, iV  este diferențiabilă și independentă de rezoluția de scală acustică, în timp ce 

componenta imaginară a câmpului vitezelor complexe acustice, iU , este fractală și 
dependentă de rezoluția de scală acustică. Dacă o curbă fractală acustică pe un spațiu fractal 

acustic având iX  componentele vectorului de poziție acustic al unui punct de pe curba 

fractală acustică, este o funcție de câmp acustic de forma  tXQ i , , de clasă cel puțin 0C , 

monogenă și continuă pe întregul domeniu de definiție, atunci prin dezvoltarea acesteia în 
serie Taylor [9] se obține expresia derivatei covariante fractale: 
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Dezvoltarea în serie Taylor [10] este valabilă în orice punct al spațiului varietății 
tridimensionale și pentru toate punctele curbei fractale acustice [11], dar selectând doar 
punctele de pe curbele fractale acustice, atunci scufundarea pe varietatea spațială 
tridimensională fractală acustică, conduce la următoarea expresie a derivatei covariante 
fractale: 
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unde factorul i
  reprezintă un coeficient constant iar FD este dimensiunea fractală în sens 

Hausdorff, iar: ;ililil didD  liliild     și  
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În consecință, expresia matematică a impulsului acustic generalizat al unității de masă 
capătă forma următoare: 
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Totodată, accelerația acustică locală, convecția acustică şi disipația acustică și fac echilibru 
în orice punct al traiectoriei de mișcare al unităților structurale acustice. De asemenea, prezența 
accelerațiilor complexe acustice, a vitezei complexe acustice și a coeficientului de tip vâscozitate 
complexă acustică, specifică faptul că mediul de propagare al undelor acustice considerat fluid 
fractal acustic, are proprietăți reologice iar prin separarea mișcărilor unităților structurale acustice 
pe scale de rezoluție acustice rezultă legea de conservare a impulsului acustic specific generalizat 
pentru scala de rezoluție acustică diferențială: 
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respectiv, legea de conservare a impulsului acustic specific generalizat pentru scala de 
rezoluție acustică fractală: 
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De asemenea, prin aplicarea derivatei covariante acustice asupra densității acustice de 
stări   se obține legea de conservare a densității de stări acustice după cum urmează: 
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Prin separarea mișcărilor pe scale de rezoluție rezultă legea de conservare a densității 
acustice de stări pentru scala de rezoluție acustică diferențială: 
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respectiv, legea de conservare a densității acustice de stări pentru scala de rezoluție acustică 
fractală, astfel: 
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Ultimele două expresii definesc ecuațiile hidrodinamicii fractale acustice [12] pentru 
câmpuri de viteze complexe acustice și respectiv pentru câmpuri de viteze reale (adică pentru 
mișcări ale unității structurale acustice ale sistemelor complexe acustice, separate pe scale de 
rezoluție acustice). Dacă asupra mediului fractal se exercită atât forțe de suprafață fractale 
respectiv forțe de tracțiune fractale şi forțe volumice fractale, atunci derivata în timp (derivata 
covariantă acustică) a impulsului acustic specific generalizat va cunoaște următoare expresie: 
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Forța de tracțiune fractală este dependentă de tensorul de ordinul doi al tensiunilor 
fractale și de versorul normal fractal în raport cu suprafața 𝑑Σ,̂ atunci făcând substituția: 
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şi aplicând teorema Green integralei fractale [13] de suprafață și presupunând că sub acțiunea 
câmpului forțelor fractale volumul mediului fractal nu se modifică, rezultă: 
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Dacă se impune condiția de incompresibilitate 0ˆ  iiV , rezultă: 
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Ultima ecuație este satisfăcută dacă și numai dacă este îndeplinită condiția următoare: 
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unde: ultima ecuație reprezintă expresia matematică a legii de conservare Navier-Stokes a 
densității acustice. 

3. APLICAȚII ALE TEOREMEI HELMHOLTZ PENTRU DETERMINAREA 
ECUAȚIEI SCHRÖDINGER A VITEZEI ACUSTICE ÎNTR-UN MEDIU DE 
PROPAGARE DAT PENTRU UN CÂMP DE UNDE  

Dacă mediul elastic fractal este liniar [14] și izotrop, atunci deformațiile sunt mici 
comparativ cu o dimensiune minimă relevantă a mediului de propagare a undelor acustice şi 
atunci, tensorul deformațiilor fractale il̂  se raportează la câmpul de deplasări 

nediferențiabile iR  prin intermediul mediei lui ili RlR ,  astfel: 
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Conform prevedrilor legii Hooke fractale, generalizate [15], tensorul tensiunilor 



George DUMITRU, Radu Teodor COSTACHE, Mirel UNGUREANU,  
Elisabeta CRĂCIUN BOJE, Alexandra DRAGNEA, Adrian DUŢAN 

34 
 

fractale il̂  poate fi corelat cu tensorul deformațiilor fractale il̂  şi pseudotensorul lui 

Kronecker il̂  

unde: 332211 ˆˆˆˆˆˆˆ2ˆˆˆ   kkililil  iar ̂  și ̂  sunt coeficienți fractali 

de tip Lamée iar: 









lipentru

lipentru
il 0

1
̂  

În cazul unei stări de tensiuni unidimensionale fractale, cu ajutorul trasei tensorului, se 
va determina dependența funcțională, astfel: 

  ˆˆ2ˆ3ˆˆ2ˆˆˆˆˆˆˆ
332211  kkkkkkS      (19) 

Dar:  ililil  ˆˆˆ  ; 0ˆ11  ; 0ˆˆˆˆˆˆˆˆ 3322322331132112   ; 

  1111 ˆ
ˆ2ˆ3ˆ
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ˆ 


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


E ; 11ˆˆ   ; 11ˆˆ    

unde: Ê reprezintă modulul fractal de tip Young. 
 Dacă deformațiile unui mediu elastic fractal sunt mici comparativ cu o dimensiune 
minimă relevantă a unui astfel de mediu şi atunci, neglijând termenii de ordinul doi şi 
efectuând substituțiile necesare, se obține ecuația fractală Navier – Stokes [16]: 

  ittiiillli RfRR   ˆˆˆ 11          (20) 

în care, în absența forțelor volumice fractale 0ˆ f  şi utilizând operatorii gradient   , 

divergență  .  și Laplacian  2  [17] coroborat cu extinderea teoremei Helmholtz [18] 
de descompunere a unui vector clasic la descompunerea unui vector fractal R , rezultă: 

    

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 XR
R
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t
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2

2
ˆˆ        (21) 

unde:   este o funcție scalară complexă, iar   este o funcție vectorială complexă, în care:  
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     (22) 

Ultima ecuație (Helmholtz) este satisfăcută dacă şi numai dacă sunt îndeplinite 
concomitent fiecare din următoarele două condiţii: 

  



  0ˆ2ˆ

2

2

t
 și 0ˆ

2

2







t
         (23) 

Vitezele specifice fractale pc  longitudinale şi respectiv sc transverale de propagare a 

undelor fractale longitudinale şi transversale în aproximația micilor deformații ale unui mediu 
elastic fractal, în câmp scalar complex 𝜑 și în câmp vectorial complex  , sunt componente 
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ale aceluiași câmp fractal de deformații unde, dacă fractalitatea curbei de mișcare se 
realizează prin procese stohastice, atunci legea de conservare a impulsului acustic specific 
generalizat are următoare expresie: 
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2
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dt

Vd
F


       (24) 

iar prin separarea scalelor de rezoluție acustice (diferențială de cea fractală) se obțin expresiile 
următoare: 
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În eventualitatea că în câmpul vitezelor complexe acustice se manifestă absența 
vârtejurilor, atunci acest câmp este irotaţional [19] și atunci acesta se exprimă prin gradientul 
unei funcții scalare complexe, denumit potențialul scalar acustic al câmpului de viteze 
complexe acustice și cunoaște următoarea formă: 
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     (26) 

Ultima ecuație reprezintă forma simplificată a ecuației Schrödinger [20] pentru faza 
funcției vectoriale complexe   în câmp vectorial complex, a vitezei acustice într-un mediu 
de propagare dat pentru un câmp de unde acustice. 

Ținând seama de diferențele acustice emise de diferite cuple de materiale [21-22] și 
având în vedere complexitatea acestor calcule matematice se pot utiliza soluții moderne, 
materializate în produse software, ce pot facilita realizarea calculelor și semnalizarea apariției 
eventualelor situații de risc în cazul managementului acestor procese de monitorizare folosind 
acustica în transporturile feroviare [23-28]. Aceste soluții moderne ce răspund noului trend al 
digitalizării, softurile de monitorizare, bazate pe infrastructura informatică și inteligența 
artificială vor permite, prin implementare, ca și în cazul altor probleme de ordin tehnic, luarea 
unor decizii manageriale în timp real [29-32]. De asemenea, este foarte importantă activitatea 
de stocare a istoricului datelor, care pot fi codificate prin coduri de răspândire utilizate în 
tehnicile de acces multiple în scopuri IoT [33-34], pentru diverse activități și situații critice 
pentru o analiză eficientă și astfel de efectuare de intervenții preventive și predictive.     
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CONCLUZII 

 
Dacă varietatea spațială este fractală, atunci dinamica sistemului complex acustic va 

opera cu un singur câmp acustic al vitezelor complexe acustice sau cu două câmpuri reale de 
viteze acustice, respectiv câmpurile corespunzătoare componentei reale și ale componentei 
imaginare ale aceluiași câmp al vitezelor complexe acustice. Între oricare două puncte ale 
unui spațiu fractal acustic există o infinitate de traiectorii.  

Tranziția de la acustica compatibilă cu mișcările acustice pe curbe continue și 
diferențiabile, la acustica fractală, respectiv la cea compatibilă cu mișcările pe curbe continue 
și nediferențiabile, se obține prin substituirea operatorului standard d/dt prin aplicarea 
derivatei covariante acustice, câmpului vitezelor complexe acustice, rezultând astfel legea de 
conservare a impulsului acustic specific generalizat, adică impulsul acustic generalizat al 
unității de masă. 

Timpul de reverberație [35] este cel mai important parametru acustic și este determinat 
de volumul și natura mediului de propagare a câmpului de unde acustice, precum şi de 
geometria spațiului de propagare, care este de natură să influențeze viteza de determinare a 
coeficientului de absorbție acustică a mediului precum și a coeficientului de absorbție a 
undelor sonore, care reprezintă un parametru deosebit de important pentru caracterizarea şi 
stabilirea densității spectrale acustice care la rândul lor, influențează luminozitatea sunetului 
ce reflectă „bogăția” armonică la frecvențe ridicate a sunetului [36]. 

Analiza fractală a fenomenului de propagare a sunetului într-un mediu de propagare 
dat, ține seama de complexitatea situațiilor care pot apărea în procesul de propagare a 
sunetului, notabile nefiind particularitățile de propagare acustică într-un mediu continuu 
coroborat cu acceptarea principului covarianţei acustice, de natură să permită verificarea 
legilor de conservare a impulsului acustic specific sau generalizat la scale de rezoluție 
distincte, cu posibilitatea stabilirii dependenței coeficientului de absorbție a unui mediu fractal 
de propagare, de frecvența undei acustice, care depinde de caracteristicile sistemului sursă - 
mediu. 
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