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Rezumat: Articolul prezinta metoda de calcul a rigiditatilor echivalente ale elementelor de
transmitere a miscarii de tip arbore. Metoda tine seama atdt de rapoartele de transmitere a
miscarii prin intermediul angrenajelor fira alunecare (de tip angrenaje cu roti dintate) dar si de
pierderile energetice mecanice din acestea cuantificate prin intermediul randamentelor
mecanice h. Pentru exemplificarea metodei de echivalare se considerd un studiu de caz al unei
transmisii mecanice ramificate cu arbori elastici si angrejae cu roti dintate.

Cuvinte cheie: calcul dinamic, rigiditate echivalentd, moment de inertie echivalent, cuplu
echivalent, eficientd mecanica

Abstract: The article presents the elaboration of the physical and mathematical dynamic models
of the mechanical systems with elastic shafts and discrete mass elements subjected to dynamical
loads, taking into consideration the equivalent mass and inertia, equivalent stiffness and
equivalent torques. The result and final conclusions have a real utility in fast and operational
calculus of the natural frequencies of this kind of mechanical models nDOF. It had taken into
account both the ideal mechanical systems (with no energy losses, n=1) and the real systems
according to their mechanical efficiency (0<n<lI).

Keywords: dynamic calculus, equivalent stiffness, equivalent mass inertia, equivalent torque,
mechanical efficiency

1. INTRODUCERE

Pentru realizarea modelului fizic si matematic al transmisiilor mecanice cu arbori
elastici si angernaje fara alunecare (cu roti dintate), se considerd modelul simplu din figura 1
(sistem de transmitere cu angenaj intr-o singura treaptd) [1] [2] [3]. Se considera cunoscut
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raportul de transmitere a miscarii I = 1, = — precum si momentele de inertie mecanice ale
wq

rotilor aflate in agrenare J; si /5 si randamentul mecanic al angrenajului 17 [4] [5] [6] [7].
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Fig. 1 Modelul fizic al angenajului cu o singura treapta [1] [2] [3]

2. CALCULUL MOMENTELOR DE INERTIE MECANICE ECHIVALENTE

Momentele de inertie echivalente ale celor doud roti ale angrenalului, functie (si) de
randamentul mecanic al angrenajului sunt [8] [9] [10] [11]:

2.1. Cazul angrenajului ideal (n=1)

wq 2 .2 .
Jis11 = Jiecn = 1 (w_z) = J1if, = J1i? (1)

_ _ [op} 2 72 _ 2
Joo1 = J2een = )2 (w_1) = Ji3 = 2 ()

unde J;.., is este momentul de inertie echivalent al rotii 1 la arborele II si and J,.., este
momentul de inertie echivalent al rotii 2 la arborele 1.
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Fig. 2 Modelul fizic al angrenajului cu momentele de inerie echivalente [1] [4] [6]
a) echivalare la arborele I; b) echivalare la arborele 11
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Analiza dinamica a sistemelor de transmisie cu arbori elastici - calculul momentelor de inertie
echivalente

Daca se considera ca, dupa echivalarea momentelor de inertie ambele roti se rotec cu
aceeasi viteza unghiulara, momentele de inertie totale ale angrenajelor se pot scrie

]
Jecht =J1 + J2ecn = 1 +=

3)
Jechir = J1een +J2 = 1i* + ]2,

“4)

unde Jocn; $1/ecn,  Sunt momentele de inertie echivalente totale la arborele I respectiv la arborele
II (conf. fig. 2).

2.2. Cazul angrenajului real (n<1)
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— o, J1— o
MOTOR * C Eq}?i]g};ll(ent * C
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|1/, /5
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b)
Fig. 3 Modelul fizic al angrenajului functie de sensul de transmitere al puterii [5] [8]
DPT - Direction of Power Transmission

Dacd se iau i1n considerare pierderile energetice din angrenaj prin intermediul

randamentului mecanic <1, in functie de sensul de transmitere a puterii (DPT, conf. fig. 3),
momentele de inertie echivalente ale rotilor angrenate se pot scrie astfel [8]:

2.2.1.pentru sensul de transmitere a puterii 1—2 (fig. 3.a)

2
Jis1 = Jieq =1 (Z_l) n = J1ifon = J1i%n

)
_ wy\2 1 2 1
J2o1 = J2eq = )2 (w_l) ;=]2121;=ﬂ (6)
2.2.2. pentru sensul de transmitere a puterii 2—1 (fig. 3.b)
_ w1\% 1 o 1 Jyi?
Jis11 = J1eq =1 (w_z) " =]1l12; = (7)
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— w 2 . 1 J2n
Joo1 = Jzeq = )2 (w_j) n :]2151; = 12_2 (8)

Pentru sensurile de trasnmitere a puterii din figura 3, momentetele totale echivalente ale
angrenajelor la arborii I respectiv II sunt

Jo11

Jecni =1 +]2eq =/; +i2_2 ) )
J1i?

Jechit = J1e 112 =T+]2 ) (10)

3. MODELUL DINAMIC AL SISTEMELOR DE TRANSMISIE CU ARBORI
ELASTICI SIANGRENAJE DE ROTI DINTATE - GENERALIZARE

[k,
—f
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L

Fig. 4 Transmisie mecanica (n arbori elastici, n-1 angrenaje cu roti dintate) [1] [2]

Se considera transmisia mecanica din figura 4, cu urmatoarele caracteristici [12] [13]:
-motorul de antrenare M: [, - momentul de inertie al rotorului, My, - cuplul motor

-echipamentul de lucru WE: Jy/r - momentul de inertie al organului de lucru, My, g - cuplul
rezistent (tehnologic)

-n arbori elastici, cu coeficientii de rigiditate k;,j = 1,n) si vitezele unghiulare
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, wj . T .
-n-1 angrenaje de roti dintate cu rapoartele de transmitere lj j.q = ” L, j=1n—1si
j+1

randamentele mecanice ) j11,/ = 1,n — 1

-momentele de inertie mecanice ale rotilor dintate /; , < J;111,j = 1,n— 1.

Se definesc:
> i, j - raportul global de transmitere/transformare a miscarii de la arborele de ordin 1 la
arborele de ordin j
>, j - randamentul mecanic global de transmitere a miscarii de la arborele de ordin 1 la
arborele de ordin j

Relatiile de calcul pentru raportul global de transmitere a miscarii si randamentul
mecanicglobal sunt dupa cum urmeaza:

. . w1 w1 Wy 0)]'_2 (l)j_l 1_1 [nys ]_1 B

Li =l == = —— s ———— — _ — i 11

P =N T T e wj w; k=1, [Tie=1 li+1 (D)
_ -1

nj =M1 = =1 M+t (12)

Pentru un sistem mecanic de actionare cu un singur organ de lucru si un singur motor
de actionare (referinta fig. 4), modelul echivalent de calcul la arborele motor 1 este prezentat in
figura 5 [14] [15].

JI eq JZeq J;

M WEeq

k k k k
k 2eq 3eq ;
7 C 1 jeq Il -

®
My 1

Fig. 5 The equivalent spur gears mechanical transmission [1] [2]

Cuplul rezistent al organului de lucru echivalent la arborele motorului de actionare se
scrie

M, M M,
Mygecn = e =2 =% (13)

n-1: n-1 : : 2
szl lk,k+1'Hk:1 Nrk+1 linMin In'Mn

unde 7),, este randamentul global/total al transmisiei sistemului de actionare.

Coeficientii arborilor elastici ai transmisiei echivalati la arborele motorului de actioare,
functie de rapoartele de transmitere si randamentele mecanice ale angrenajelor se scriu astfel:
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-pentru arborele elastic 2

ky _ ka

k =55 = (14)
2ech i1 %2 iyn3
-pentru arborele elastic 3

k3 k3 ko

k = = = (15)
3ech .2 . . ;
e¢ 11513372153 i3 33 i5n3
-pentru arborii elastici j, j = 2,n
kjech =512 a j-1_2 = -zka = -zka (16)
M=t bk =1 M+ WM 45
-pentru arborele elastic n
— le —_ kn j— kn
knech —Tn-1;2 .n-1,2 — 2 2 T 2.2 (17)
k=1 G gerr Tle=1 M ka1 Ln'M1n ln'NMn

4. THE EQUIVALENT MOMENTS OF INERTIA OF THE GEARS, DRIVE
MOTOR AND WORKS EQUIPMENT

Pentru sistemul mecanic cu transmisie cu arbori elastici si angrenaje cu roti dintate din
figura 4 (model echivalent de calcul din figura 5), momentele de inertie echivalente la arborele
motor 1 se determind dupa cum urmeaza [16 [17]:

-pentru rotile de pe arborele 2

Jok _ J2k

= - = === 18
]Zkech if2M12 i3, (18)
-pentru rotile de pe arborele 3
J3k I3k — Jsk
= - , = - , = - 19
Jakecn i12M12:153M23 i73M13'133M23 i313 (19)
-pentru rotile de pe arborele j, j = 2,n
Jjk I3k _ I3k
Jjkech = == - = =7 (20)
J I—[{(:11 l]%,k+1'H{(:11 Nk, k+1 L%jnlj ng'n]'
-pentru rotile de pe arborele n (arborele organului de lucru WE)
— Jjk _ Ik _— sk
]nkech - -ti = (21
k=

1:2 n—1 - 2 =2
1 lk,k+1'Hk:1 Nrk+1 UnMin n'Mn
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-pentru organul de lucru

JwE _ Jwe

= = - = (22)
]WEeCh HZL:% l]%‘k+1'n;cl=% Nk, k+1 lrzl'nn

5. MOMENTELE TOTALE DE INERTIE ALE ANGRENAJELOR

Pentru perechile de roti dintate aflate in angrenare, momentul de inertie total se poate
determina considerand ca, dupa echivalare, rotile perechii au aceeasi viteza unghiulara (viteza
unghiulara a motorului de actionare wiin cazul echivaldrii din figura 5), prin insumarea
momentelor de inertie echivalente date de relatiile (18)-(21), astfel:

-pentru perechea de roti 12

J21

Jieq = J12 T J21eq = J12 +% (23)
-pentru perechea de roti 2«3
J2eq = J22eq + J31e :-]2£+-]2i (24)
a q q 1212 1373

-pentru perechea de roti n-1<>n

Jn-12 + Jni (25)

2

_ = _ + = - 3
Jn 1eq Jn 1,2 eq Jn1 €4 iZ_Mpea i20n

6. CONCLUZII

Modalitatea de echivalare a caracteristicilor inertiale, elastice si de cupluri (motoare,
rezistente) la oricare dintre arborii sistemului de transmitere a miscarii se poate face in functie
de rapoartele intermediare de transmitere a miscarii si de randamentele mecanice partiale
definite astfel:

; Wp Wp Wpyy  Wp-2 Wp-1 D Wy p .
l = — = — _ — i 26
np wp (l)n+1 (L)n+2 (j_)p_l wp Hk—n wk+1 Hk—n k,k+1 ( )
— TP
77np - Hk=n 77k,k+1 (27)
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