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Rezumat: Articolul prezintă metoda de calcul a rigidităților echivalente ale elementelor de 
transmitere a mișcării de tip arbore. Metoda ține seama atât de rapoartele de transmitere a 
mișcării prin intermediul angrenajelor fără alunecare (de tip angrenaje cu roți dințate) dar și de 
pierderile energetice mecanice din acestea cuantificate prin intermediul randamentelor 
mecanice h. Pentru exemplificarea metodei de echivalare se consideră un studiu de caz al unei 
transmisii mecanice ramificate cu arbori elastici și angrejae cu roți dințate. 
Cuvinte cheie: calcul dinamic, rigiditate echivalentă, moment de inerție echivalent, cuplu 
echivalent, eficiență mecanică 
 
Abstract: The article presents the elaboration of the physical and mathematical dynamic models 
of the mechanical systems with elastic shafts and discrete mass elements subjected to dynamical 
loads, taking into consideration the equivalent mass and inertia, equivalent stiffness and 
equivalent torques. The result and final conclusions have a real utility in fast and operational 
calculus of the natural frequencies of this kind of mechanical models nDOF. It had taken into 
account both the ideal mechanical systems (with no energy losses, =1) and the real systems 
according to their mechanical efficiency (0<<1). 
Keywords: dynamic calculus, equivalent stiffness, equivalent mass inertia, equivalent torque, 
mechanical efficiency 

 
 1. INTRODUCERE 
 
 Pentru realizarea modelului fizic și matematic al transmisiilor mecanice cu arbori 
elastici și angernaje fără alunecare (cu roți dințate), se consideră modelul simplu din figura 1 
(sistem de transmitere cu angenaj într-o singură treaptă) [1] [2] [3]. Se consideră cunoscut 
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raportul de transmitere a mișcării 𝑖 ≡ 𝑖ଵଶ =
ఠభ

ఠభ
, precum și momentele de inerție mecanice ale 

roților aflate în agrenare 𝐽ଵ și 𝐽ଶ și randamentul mecanic al angrenajului 𝜂 [4] [5] [6] [7]. 
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Fig. 1 Modelul fizic al angenajului cu o singură treaptă [1] [2] [3] 
 
 
 2. CALCULUL MOMENTELOR DE INERȚIE MECANICE ECHIVALENTE 
 
 Momentele de inerție echivalente ale celor două roți ale angrenalului, funcție (și) de 
randamentul mecanic al angrenajului sunt [8] [9] [10] [11]: 
 
 2.1. Cazul angrenajului ideal (η=1) 
 

𝐽ଵ→ூூ ≡ 𝐽ଵ௘௖௛ = 𝐽ଵ ቀ
ఠభ

ఠమ
ቁ

ଶ

= 𝐽ଵ𝑖ଵଶ
ଶ = 𝐽ଵ𝑖ଶ    (1) 

 

𝐽ଶ→ூ ≡ 𝐽ଶ௘௖௛ = 𝐽ଶ ቀ
ఠమ

ఠభ
ቁ

ଶ
= 𝐽ଶ𝑖ଶଵ

ଶ =
௃మ

௜మ
 ,    (2) 

 
unde 𝐽ଵ௘௖௛ is este momentul de inerție echivalent al roții 1 la arborele II și and 𝐽ଶ௘௖௛  este 
momentul de inerție echivalent al roții 2 la arborele I. 
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Fig. 2 Modelul fizic al angrenajului cu momentele de ineríe echivalente [1] [4] [6] 
a) echivalare la arborele I; b) echivalare la arborele II 
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 Dacă se consideră că, după echivalarea momentelor de inerție ambele roți se rotec cu 
aceeași viteză unghiulară, momentele de inerție totale ale angrenajelor se pot scrie 
 

𝐽௘௖௛ூ = 𝐽ଵ + 𝐽ଶ௘௖௛ = 𝐽ଵ +
௃మ

௜మ
 ,     (3) 

 
𝐽௘௖௛ூூ = 𝐽ଵ௘௖௛ + 𝐽ଶ = 𝐽ଵ𝑖ଶ + 𝐽ଶ ,     (4) 

 
unde 𝐽௘௖௛ூ și 𝐽௘௖௛  sunt momentele de inerție echivalente totale la arborele I respectiv la arborele 
II (conf. fig. 2). 
 
 2.2. Cazul angrenajului real (η<1) 
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a)        b) 
 

Fig. 3 Modelul fizic al angrenajului funcție de sensul de transmitere al puterii [5] [8] 
DPT - Direction of Power Transmission 

 
 
 Dacă se iau în considerare pierderile energetice din angrenaj prin intermediul 
randamentului mecanic η<1, în funcție de sensul de transmitere a puterii (DPT, conf. fig. 3), 
momentele de inerție echivalente ale roților angrenate se pot scrie astfel [8]: 
 
2.2.1.pentru sensul de transmitere a puterii 1→2 (fig. 3.a) 
 

𝐽ଵ→ூூ ≡ 𝐽ଵ௘௤ = 𝐽ଵ ቀ
ఠభ

ఠమ
ቁ

ଶ

𝜂 = 𝐽ଵ𝑖ଵଶ
ଶ 𝜂 = 𝐽ଵ𝑖ଶ𝜂    (5) 

 

𝐽ଶ→ூ ≡ 𝐽ଶ௘௤ = 𝐽ଶ ቀ
ఠమ

ఠభ
ቁ

ଶ ଵ

ఎ
= 𝐽ଶ𝑖ଶଵ

ଶ ଵ

ఎ
=

௃మ

௜మఎ
    (6) 

 
2.2.2. pentru sensul de transmitere a puterii 2→1 (fig. 3.b) 
 

𝐽ଵ→ூூ ≡ 𝐽ଵ௘௤ = 𝐽ଵ ቀ
ఠభ

ఠమ
ቁ

ଶ ଵ

ఎ
= 𝐽ଵ𝑖ଵଶ

ଶ ଵ

ఎ
=

௃భ௜మ

ఎ
    (7) 
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𝐽ଶ→ூ ≡ 𝐽ଶ௘௤ = 𝐽ଶ ቀ
ఠమ

ఠభ
ቁ

ଶ
𝜂 = 𝐽ଶ𝑖ଶଵ

ଶ ଵ

ఎ
=

௃మఎ

௜మ
    (8) 

 
 Pentru sensurile de trasnmitere a puterii din figura 3, momentetele totale echivalente ale 
angrenajelor la arborii I respectiv II sunt 
 

𝐽௘௖௛ூ = 𝐽ଵ + 𝐽ଶ௘௤ = 𝐽ଵ +
௃మఎ

௜మ
 ,     (9) 

 

𝐽௘௖௛ூூ = 𝐽ଵ௘ + 𝐽ଶ =
௃భ௜మ

ఎ
+ 𝐽ଶ ,     (10) 

 
 
 3. MODELUL DINAMIC AL SISTEMELOR DE TRANSMISIE CU ARBORI 
ELASTICI ȘI ANGRENAJE DE ROȚI DINȚATE - GENERALIZARE 
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Fig. 4 Transmisie mecanică (n arbori elastici, n-1 angrenaje cu roți dințate) [1] [2] 
 
 
 Se consideră transmisia mecanică din figura 4, cu următoarele caracteristici [12] [13]: 
-motorul de antrenare M: 𝐽ெ - momentul de inerție al rotorului, 𝑀ெ - cuplul motor 
-echipamentul de lucru WE: 𝐽ௐா  - momentul de inerție al organului de lucru, 𝑀ௐா  - cuplul 
rezistent (tehnologic) 
-n arbori elastici, cu coeficienții de rigiditate 𝑘௝ , 𝑗 = 1, 𝑛തതതതത) și vitezele unghiulare                        

𝜔௝ , 𝑗 = 1, 𝑛തതതതത); 
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-n-1 angrenaje de roți dințate cu rapoartele de transmitere 𝑖௝,௝ାଵ =
ఠೕ

ఠೕశభ
, 𝑗 = 1, 𝑛 − 1തതതതതതതതതത și 

randamentele mecanice 𝜂௝,௝ାଵ, 𝑗 = 1, 𝑛 − 1തതതതതതതതതത 

-momentele de inerție mecanice ale roților dințate 𝐽௝,ଶ ↔ 𝐽௝ାଵ,ଵ, 𝑗 = 1, 𝑛 − 1തതതതതതതതതത. 
 
 Se definesc: 
►𝑖ଵ௝  - raportul global de transmitere/transformare a mișcării de la arborele de ordin 1 la 
arborele de ordin j 
►𝜂ଵ௝  - randamentul mecanic global de transmitere a mișcării de la arborele de ordin 1 la 
arborele de ordin j 
 Relațiile de calcul pentru raportul global de transmitere a mișcării și randamentul 
mecanicglobal sunt după cum urmează: 
 

𝑖௝ ≡ 𝑖ଵ௝ =
ఠభ

ఠೕ
=

ఠభ

ఠమ

ఠమ

ఠయ
⋯

ఠೕషమ

ఠೕషభ

ఠೕషభ

ఠೕ
= ∏

ఠೖ

ఠೖశభ

௝ିଵ
௞ୀଵ = ∏ 𝑖௞,௞ାଵ

௝ିଵ
௞ୀଵ  (11) 

 

𝜂௝ ≡ 𝜂ଵ௝ = ∏ 𝜂௞,௞ାଵ
௝ିଵ
௞ୀଵ        (12) 

 
 Pentru un sistem mecanic de acționare cu un singur organ de lucru și un singur motor 
de acționare (referință fig. 4), modelul echivalent de calcul la arborele motor 1 este prezentat în 
figura 5 [14] [15]. 
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Fig. 5 The equivalent spur gears mechanical transmission [1] [2] 
 
 
 Cuplul rezistent al organului de lucru echivalent la arborele motorului de acționare se 
scrie 
 

𝑀ௐா௘௖௛ =
ெೈಶ

∏ ௜ೖ,ೖశభ
೙షభ
ೖసభ ∙∏ ఎೖ,ೖశభ

೙షభ
ೖసభ

=
ெೈಶ

௜భ೙∙ఎభ೙
≡

ெೈಶ

௜೙∙ఎ೙
 ,   (13) 

 
unde 𝜂௡ este randamentul global/total al transmisiei sistemului de acționare. 
 
 Coeficienții arborilor elastici ai transmisiei echivalați la arborele motorului de acțioare, 
funcție de rapoartele de transmitere și randamentele mecanice ale angrenajelor se scriu astfel: 
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-pentru arborele elastic 2 
 

𝑘ଶ௘௖௛ =
௞మ

௜భమ
మ ∙ఎభమ

మ ≡
௞మ

௜మ
మ∙ఎమ

మ       (14) 

 
-pentru arborele elastic 3 
 

𝑘ଷ௘௖௛ =
௞య

௜భమ
మ ௜మయ

మ ∙ఎభమ
మ ఎమయ

మ =
௞య

௜భయ
మ ∙ఎభయ

మ ≡
௞మ

௜య
మ∙ఎయ

మ     (15) 

-pentru arborii elastici j, 𝑗 = 2, 𝑛തതതതത 
 

𝑘௝௘௖௛ =
௞ೕ

∏ ௜ೖ,ೖశభ
మೕషభ

ೖసభ ∙∏ ఎೖ,ೖశభ
మೕషభ

ೖసభ

=
௞ೕ

௜భೕ
మ ∙ఎభೕ

మ ≡
௞ೕ

௜ೕ
మ∙ఎೕ

మ    (16) 

 
-pentru arborele elastic n 
 

𝑘௡௘௖௛ =
௞೙

∏ ௜ೖ,ೖశభ
మ೙షభ

ೖసభ ∙∏ ఎೖ,ೖశభ
మ೙షభ

ೖసభ

=
௞೙

௜భ೙
మ ∙ఎభ೙

మ ≡
௞೙

௜೙
మ∙ఎ೙

మ    (17) 

 
 
 4. THE EQUIVALENT MOMENTS OF INERTIA OF THE GEARS, DRIVE  
                MOTOR AND WORKS EQUIPMENT 
 
 Pentru sistemul mecanic cu transmisie cu arbori elastici și angrenaje cu roți dințate din 
figura 4 (model echivalent de calcul din figura 5), momentele de inerție echivalente la arborele 
motor 1 se determină după cum urmează [16 [17]: 
 
-pentru roțile de pe arborele 2 
 

𝐽ଶ௞௘௖௛ =
௃మೖ

௜భమ
మ ∙ఎభమ

≡
௃మೖ

௜మ
మ∙ఎమ

       (18) 

 
-pentru roțile de pe arborele 3 
 

𝐽ଷ௞௘௖௛ =
௃యೖ

௜భమ
మ ఎభమ∙௜మయ

మ ఎమయ
=

௃యೖ

௜భయ
మ ఎభయ∙௜మయ

మ ఎమయ
≡

௃యೖ

௜య
మ∙ఎయ

    (19) 

 
-pentru roțile de pe arborele j, 𝑗 = 2, 𝑛തതതതത 
 

𝐽௝௞௘௖௛ =
௃ೕೖ

∏ ௜ೖ,ೖశభ
మೕషభ

ೖసభ ∙∏ ఎೖ,ೖశభ
ೕషభ
ೖసభ

=
௃యೖ

௜భೕ
మ ఎభೕ

≡
௃యೖ

௜ೕ
మ∙ఎೕ

    (20) 

 
-pentru roțile de pe arborele n (arborele organului de lucru WE) 
 

𝐽௡௞௘௖௛ =
௃ೕೖ

∏ ௜ೖ,ೖశభ
మ೙షభ

ೖసభ ∙∏ ఎೖ,ೖశభ
೙షభ
ೖసభ

=
௃యೖ

௜భ೙
మ ఎభ೙

≡
௃యೖ

௜೙
మ∙ఎ೙

   (21) 
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-pentru organul de lucru 
 

𝐽ௐா௘௖௛ =
௃ೈಶ

∏ ௜ೖ,ೖశభ
మ೙షభ

ೖసభ ∙∏ ఎೖ,ೖశభ
೙షభ
ೖసభ

=
௃ೈಶ

௜೙
మ∙ఎ೙

     (22) 

 
 
 5. MOMENTELE TOTALE DE INERȚIE ALE ANGRENAJELOR 
 
 Pentru perechile de roți dințate aflate în angrenare, momentul de inerție total se poate 
determina considerând că, după echivalare, roțile perechii au aceeași viteză unghiulară (viteza 
unghiulară a motorului de acționare 1în cazul echivalării din figura 5), prin însumarea 
momentelor de inerție echivalente date de relațiile (18)-(21), astfel: 
 
-pentru perechea de roți 1↔2 
 

𝐽ଵ௘௤ = 𝐽ଵଶ + 𝐽ଶଵ௘௤ = 𝐽ଵଶ +
௃మభ

௜మ
మఎమ

      (23) 

 
-pentru perechea de roți 2↔3 
 

𝐽ଶ௘௤ = 𝐽ଶଶ௘௤ + 𝐽ଷଵ௘௤ =
௃మమ

௜మ
మఎమ

+
௃యభ

௜య
మఎయ

     (24) 

 
-pentru perechea de roți n-1↔n 
 

𝐽௡ିଵ ௘௤ = 𝐽௡ିଵ,ଶ ௘௤ + 𝐽௡ଵ ௘௤ =
௃೙షభ,మ

௜೙షభ
మ ఎ೙షభ

+
௃೙భ

௜೙
మఎ೙

   (25) 

 
 
 6. CONCLUZII 
 
 Modalitatea de echivalare a caracteristicilor inerțiale, elastice și de cupluri (motoare, 
rezistente) la oricare dintre arborii sistemului de transmitere a mișcării se poate face în funcție 
de rapoartele intermediare de transmitere a mișcării și de randamentele mecanice parțiale 
definite astfel: 

𝑖௡௣ =
ఠ೙

ఠ೛
=

ఠ೙

ఠ೙శభ

ఠ೙శభ

ఠ೙శమ
⋯

ఠ೛షమ

ఠ೛షభ

ఠ೛షభ

ఠ೛
= ∏

ఠೖ

ఠೖశభ

௣
௞ୀ௡ = ∏ 𝑖௞,௞ାଵ

௣
௞ୀ௡   (26) 

 

𝜂௡௣ = ∏ 𝜂௞,௞ାଵ
௣
௞ୀ௡         (27) 
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