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Rezumat: Acest studiu prezintă modelul de calcul și modelul matematic pentru un solid rigid
cu șase grade de libertate utilizate în studiul dinamic al unui turn vertical de răcire cu un 
ventilator axial interior. În funcție de ipotezele de calcul, au fost determinate câteva modele 
matematice simplificate care evidențiază relațiile analitice dintre parametrii structurali și
dinamici ai sistemului mecanic elastic.
Cuvinte cheie: solid-rigid cu 6 grade de libertate, legături elastice, moduri proprii de vibraţie,
simetrie structurală

Abstract: The study presents the calculus model and the mathematical model for a 6DOF
solid-body used for the dynamic analysis of a vertical cooling tower with an inside axial flow
fan. Depending on calculus hypothesis, it was determined some simplified mathematical
models which point out the analytical relations between structural and dynamical parameters
of the vibrating system.
Keywords: 6DOF solid-body, elastic bearings, eigenvalues, eigenfrequencies, structural 
symmetry

  1. INTRODUCERE. SISTEMUL DE CONDIȚIONARE A AERULUI CU 
VENTILATOR AXIAL

  Procesarea aerului în vederea încălzii, răcirii, ventilării şi climatizării clădirilor de 
locuit sau cu destinaţie socială sau funcţională, ţinând cont de cerinţele esenţiale de economie
de energie şi confort interior (microclimat, nivel de zgomot şi vibraţii), reprezintă criteriul 
fundamental pentru ca echipamentele şi sistemele aferente să fie considerate ca părţi 
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componente ale construcţiei căreia trebuie să-i asigure funcţionalitatea la nivelul parametrilor 
stabiliţi. În acest sens, informaţiile şi realizările conceptuale din proiectarea şi cercetarea în 
domeniu trebuie să constituie cerinţe care să fie aplicate pe direcţiile practice de alegere, 
proiectare sistematică şi montare a echipamentelor de acest tip înglobate în construcţii 
 
 În figura 1 este prezentată schiţa de principiu a unui turn de răcire a aerului utilizat în 
centralele de ventilare şi condiţionare a aerului din clădirile de locuit sau de utilitate socială. 
Tipul de turn este cu un singur ventilator axial interior cu axă verticală montat, de obicei, 
chiar pe acoperişul clădirii. Avantajele acestui tip de răcitor constă mai ales în costurile mai 
reduse ale ventilatorului şi motorului electric de antrenare. Semnificaţia notaţiilor de pe figură 
este următoarea [1] [2] [3]: 
 1-turn de răcire 
 2-elemente de rezemare antivibratilă 
 3-grilaje de admisie aer de răcire (guri de admisie) 
 4-gură de refulare a aerului de răcire 
 

1

2

3

4

 
 

Fig. 1 Turn de răcire cu ventilator axial interior 
 

 
 

Fig. 2 Turn de răcire - solid rigid 6DOF cu axă verticală de simetrie [4] [5] [6] [7] [8] 
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 2. MODELUL FIZIC AL TURNULUI DE RĂCIRE 
 
 Pentru modelarea fizică, se consideră că turnul de răcire este un solid rigid cu o formă 
paralelipipedică şi este rezemat elastic sau vâsco-elastic în patru puncte (ca în figura 2 sau 
figura 3). În acest fel, modelul are şase grade de libertate (6DOF), care, în raport cu sistemul 
de axe triortogonal central Cxyz, sunt descrise de 3 translaţii de-a lungul celor trei axe 
 Z,Y,X  şi 3 rotaţii în jurul celor trei axe  zyx ,,   [9] [10] [11] [12]: 

 X  - alunecare/derapare laterală 

 Y  - înaintare/deplasare logitudinală 

 Z  - săltare/înălțare/țopăire 

 x  - tangaj/galopare 

 y  - ruliu/legănare 

 z  - girație/întoarcere 
 

 
 

Fig. 3 Turn de răcire - solid rigid 6DOF cu plan vertical-longitudinal de simetrie [4] [5] [6] [7] [8] 
 
 
 3. MODELAREA MATEMATICĂ A TURNULUI DE RĂCIRE - ECUAŢIILE 
DIFERENŢIALE DE MIŞCARE 
 
 Pentru uşurinţa modelării matematice, se consideră că cele patru reazeme elastice sunt 
identice şi axele centrale sunt şi principale, caracteristicile inerţiale fiind date de masa m  şi 
momentele de inerţie principale xJ , yJ  şi zJ . În plus, fără a scădea din gradul de 

generalitate a abordării, se consideră că rigidul care modelează turnul de răcire poate avea 
simetrii după o axă verticală (Cz - figura 2) sau un plan vertical-longitudinal (yCz - figura 3). 
 
 Pentru fiecare caz de simetrie din cele considerate, modelele matematice se determină 
prin utilizarea ecuaţiilor Lagrange de speţa a II-a (şase ecuaţii). Datorită modului de alegere a 
sistemului de axe şi a simetriilor considerate (simetrii structurale, dimensionale şi de 
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rezemare), sistemele de şase ecuaţii diferenţiale de mişcare se decuplează în subsisteme mai 
simple (cu mai puţine ecuaţii diferenţiale de mişcare), ceea ce corespunde din punct de vedere 
fizic unor mişcări decuplate (în regim liber sau forţat stabilizat) după anumite “direcţii”. 
 
 Energia cinetică a rigidului cu legături elastice scrisă în raport cu sistemul de axe 
central şi principal Cxyz este de forma 
 

  2
zz

2
yy

2
xx

222 J
2

1
J

2

1
J

2

1
ZYXm

2

1
E    ,   (1) 

unde X , Y , Z , x , y  şi z  sunt vitezele (de translaţie, de rotaţie) după cele trei axe. 

 

 
 

Fig. 4 Legătură elastică triortogonală 
 
 Dacă se consideră că legăturile triortogonale sunt caracterizate din punct de vedere 

elastic de coeficienţii   4,1ik,k,kk iziyixi   (ca în figura 4), energia potenţială de deformaţie 

elastică se poate scrie în funcţie de tipul de simetrie după cum urmează: 
 
a)rigid cu axă de simetrie verticală (figura 2) 
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b)rigid cu plan de simetrie vertical (figura 3) 
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 3.1.Modelul matematic al vibraţiilor libere ale rigidului cu axă verticală de 
simetrie 
 
 Datorită simetriilor dimensionale şi structurale, cele 6 mişcări ale solidului cu legături 
elastice se decuplează astfel [13] [14] [15]: 
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►mişcarea de derapare ( X ) cuplată cu mişcarea de legănare ( y ) 

 

 




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x
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     (4) 

 
►mişcarea de înaintare (Y ) cuplată cu mişcarea de galopare ( x ) 

 

 






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►mişcarea de săltare ( Z ) decuplată (independentă) 
 

0Zk4Zm z          (6) 
 
►mişcarea de întoarcere ( z ) decuplată 
 

  0kbka4J zx
2

y
2

zz        (7) 

 
 3.2.Modelul matematic al vibraţiilor libere ale rigidului cu plan de simetrie 
vertical 
 
 Mişcările solidului cu plan de simetrie vertical-longitudinal se decuplează în două 
subsisteme cu mişcări cuplate astfel [16] [17] [18] [19] [20] [21]: 
►mişcarea de înaintare cuplată cu mişcarea de săltare şi cu mişcarea de galopare 
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►mişcarea de derapare cuplată cu mişcarea de legănare şi cu mişcarea de întoarcere 
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 4. MODURILE PROPRII DE VIBRAȚIE 
 
 4.1.Pulsaţiile proprii ale mişcărilor necuplate (independente) ale solidului 6DOF 
 
 Pentru determinarea şi exprimarea formelor modurilor proprii de vibraţie, se definesc 
pulsaţiile proprii ale mişcărilor independente (necuplate) conform tabelului 1 [22] [23]. 
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Tabelul 1 

Mișcare 
Pulsație proprie mișcări independente 

Axă verticală de simetrie Plan vertical-logitudinal de simetrie 

 X  
alunecare laterală m

k
2p x

X   
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k
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y
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k
2p z
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y
2

z
2

J

khkb
2p

x


  

 
x

y
2

z
2
3

2
2

J2

kh2kbb
2p

x


  

 y  

ruliu/legănare y

z
2

x
2

J

kakh
2p

y


  

 z  
girație/întoarcere 

z

x
2

y
2

J

kbka
2p

z


  

  
z

x
2
3

2
2y

2

J

kbbka22
p

z


  

 
 
 4.2.Modurile proprii ale rigidului 6DOF cu axă verticală de simetrie 
 
 a)mişcarea de derapare ( X ) cuplată cu mişcarea de legănare ( y ) 

 
►coeficienţii de cuplaj 
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►pulsaţiile proprii 


















   21

2
22

X
22

X2,1 4pppp
2

1
p

yy
    (11) 

 
►coeficienţii de distribuţie 
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►vectorii proprii 
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 b)mişcarea de înaintare (Y ) cuplată cu mişcarea de galopare ( x ) 

 
►pulsaţiile proprii 
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►coeficienţii de distribuţie 
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►vectorii proprii 
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 c)mişcarea de săltare ( Z ) decuplată (independentă) - pulsaţia proprie 

m

k
2pp z

Z5          (16) 

 
 d)mişcarea de întoarcere ( z ) decuplată (independentă) - pulsaţia proprie 
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 4.3.Modurile proprii ale rigidului 6DOF cu plan vertical-longitudinal de simetrie 
 
 a)mişcarea de înaintare cuplată cu mişcarea de săltare şi cu mişcarea de galopare 
►ecuaţia pulsaţiilor proprii 
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►coeficienţii de cuplaj 
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►coeficienţii de distribuţie (coeficienţii vectorilor proprii) 
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unde 1p , 2p , 3p  sunt pulsaţiile proprii ale subsistemului  x,Z,Y  , care se obţin prin 

rezolvarea ecuaţiei polinomiale (18) 
 
►vectorii proprii 
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 b)mişcarea de derapare cuplată cu mişcarea de legănare şi cu mişcarea de întoarcere 
►ecuaţia pulsaţiilor proprii 
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►coeficienţii de distribuţie (coeficienţii vectorilor proprii) 
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unde 4p , 5p , 6p  sunt pulsaţiile proprii ale subsistemului  zy ,,X  , care se obţin prin 

rezolvarea ecuaţiei polinomiale (22). 
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 5. CONCLUZII 
 
 Dinamica vibraţiilor echipamentelor şi instalaţiilor de încălzire, răcire, ventilare şi 
climatizare a aerului se constituie ca o problemă centrală de analiză, control şi găsirea unor 
soluţii adecvate, astfel încât, atât în interior cât şi în exteriorul clădirilor, emisiile sonore şi 
nivelul vibraţiilor transmise să fie sub valorile normelor admise, recomandate sau impuse. 
 
 Studiul prezentat oferă o analiză pertinentă a vibraţiilor libere a echipamentelor de 
răcire şi ventilare a aerului de tip turn cu ventilator elicoidal interior cu axă verticală. Datorită 
modului general de abordare, analiza acestui tip de echipament se poate extinde la orice tip de 
maşină care poate fi modelată ca un rigid cu legături elastice sau cvasielastice cu simetrii de 
diverse tipuri [24] [25]. Relaţiile analitice determinate sunt utile în activitatea de cercetare şi 
proiectare, oferind relaţii directe de dependenţă a parametrilor dinamici modali (pulsaţii 
proprii, vectori proprii) de caracteristicile structurale, inerţiale şi dimensionale. 
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