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Rezumat: Articolul prezinta metoda de calcul a rigiditatilor echivalente ale elementelor de
transmitere a miscarii de tip arbore. Metoda tine seama atdt de rapoartele de transmitere a
miscarii prin intermediul angrenajelor fara alunecare (de tip angrenaje cu roti dintate) dar si
de pierderile energetice mecanice din acestea cuantificate prin intermediul randamentelor
mecanice h. Pentru exemplificarea metodei de echivalare se considerd un studiu de caz al unei
transmisii mecanice ramificate cu arbori elastici si angrejae cu rofi dintate.

Cuvinte cheie: sisteme mecanice elastice reale, rigiditate echivalentd, angrenaje cu rofi
dintate, transmisii mecanice ramificate

Abstract: The article presents the calculus method of the equivalent rigidities of the
transmission with elastic shafi. The method takes into account both the transmission ratio of
gears and the mechanical energy losses quantified through mechanical efficiency 1. To
exemplify the calculus method, a case study of a branched mechanical transmission with
elastic shafts and gears is considered.

Keywords: real mechanic elastical systems, equivalent rigidity, gearing, forked mechanical
transmission

1. INTRODUCERE

Elementele componente ale utilajelor tehnologice sunt caracterizate printr-o anumita
rigiditate (sau elasticitate). Cunoasterea rigiditatii permite ca, pentru anumite regimuri
dinamice variabile si diverse, sd se poatd evalua solicitarile dinamice torsionale pana la
determinarea tensiunilor din arborii elastici [1] [2] [3]. Rigiditatea este un factor determinant
in evaluarea solicitarilor dinamice si trebuie sa fie luatd in calcul pentru elementele elastice
ale echipamentelor mecanice (arbori, cuplaje, roti dintate, organele de lucru, etc.) [4] [5] [6].
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Coeficientul de rigiditate redus corespunde unui element elastic echivalent care
inlocuieste sistemul elastic real, pe baza echivalentei energiilor potentiale de deformatie.
Astfel, energia potentiald de deformatie a elementului elastic redus V- este egald cu energia
potentiald de deformatie V" a elementului elastic real, din configuratia sistemului material dat

[7118].
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Fig. 1 Sistem de transmitere cu Fig. 2 Sistem echivalent/redus la arborele
transformare a miscarii motor I (cu viteza unghiulara 1)

2. CALCULUL COEFICIENTILOR DE RIGIDITATE ECHIVALENTI LA
ARBORELE MOTOR 1

Pentru analiza modului de reducere a rigiditatilor elementelor elastice de tip arbore
solicitat la torsiune, se considerad sistemul din figura I, alcatuit din doi arbori (I si II) si o
transmisie Intr-o singurd treaptd [9]. Se considera ca raportul de transmitere de la arborele
motor I la arborele organului de lucru II este 7 i randamentul mecanic al angrenajului cu roti
dintate este 1 [10] [11].

Schema de calcul echivalentd este prezentatd in figura 2, unde rotirile capatelor
arborelui II corespunzatoare reducerii rigiditagii acestuia la k2 sunt @3' si @4' (rotirile reale
sunt @1, (2, (3 $i 4, conform figurii 1).

Se considera ca in sistemul real momentul elastic de torsiune din arborele II este egal
cu momentul de rezistenta la organul de lucru:

Mop =ky(p3-04) (1
Pentru sistemul echivalent, momentul rezistent redus este egal cu momentul elastic de

torsiune calculat cu coeficientul de rigiditate redus si cu unghiurile corespunzatoare operatiei
de reducere:

Mop, = k(9'3-9') 2
Prin echivalarea energiilor potentiale de deformatie
1 2
V=3k2((P3—(P4) 3)
1 Y.
Vr:5k2r((P3_(P4) > “4)
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se poate scrie raportul rigiditatilor dupa cum urmeaza:

! ! 2
k_2 ((P3_(P4) (5)

kay ((Ps —Qy )2

Din relatiile (3) si (4), raportul rotirilor relative se poate scrie astfel:

0'3—9y _ ky Moy, ©)
P3—¢4 ky Mop

Pentru stabilirea expresiei rigiditatii reduse a arborelui II, se scrie balanta de puteri
pentru determinarea cuplului redus rezistent [12].

2.1.Cazul ideal - neglijarea pierderilor de putere din angrenaj (n=1) [13]

M ® 1
MOLr®1=M0L®2:>#=—2=—. (7)

oL 7 1

Daca se introduce in relatia (5) expresia raportului cuplurilor rezistente dat de (7) si
expresia raportului unghiurilor relative dat de (6), se obtine rigiditatea redusda dupa cum

urmeaza:

2

k k 1 k

. Z{—Zj 7 7 k=3 ®
kay kar ) i l

2.2.Cazul real - luarea in calcul a randamentului angrenajului (n<7) [14] [15]

Mor, _ ® _ 1 9)

Mop,om=Mp 0, = = =-
Mo, om i

Daca se introduce in relatia (5) expresia raportului cuplurilor rezistente dat de (9) si
expresia raportului unghiurilor relative dat de (6), se obtine rigiditatea redusd dupda cum

urmeaza:

2

k k 1 k

2 ( Z‘J 27 = = (10)
kap \k2r) i“m i‘m

ki kz@%
Q

3 ¢ 4
1 2 W0,

Fig. 3 Sistem echivalent/redus la arborele organului de Iucru II (cu viteza unghiulara 1,)
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3. CALCULUL COEFICIENTILOR DE RIGIDITATE ECHIVALENTI LA
ARBORELE ORGANULUI DE LUCRU 11

Schema de calcul echivalenta este prezentatd in figura 3, unde rotirile capatelor
arborelui I corespunzatoare reducerii rigiditatii acestuia la k;- sunt ¢1' si ¢2'.

in mod similar reducerii la arborele motor I, se considera ci momentele cuplurilor
motoare (real si redus) sunt egale cu momentele elastice de torsiune din arborele elastic I
corespunzatoare celor doud rotiri relative @1-¢2 si @1'-@2'. Astfel, se poate scrie:

M,y =ki(0;-92) (11)
M, = k]r((P,I_(PIZ) (12)

Prin echivalarea energiilor potentiale de deformatie / si V,. ale arborelui I

1

V:Ekl((PI_(PZ)Z (13)
1

Vr = Eklr((P'I_(PIZ )2 > (14)

se poate scrie raportul rigiditatilor dupa cum urmeaza:

ﬁ ((P']_(P'Z )2 (15)

kir ((PJ - @2)2

Din (11) si (12), raportul rotirilor relative se poate scrie:

(P’]_(P’Z :k_]Mmr (16)
©; =92 ki My,

Din balanta de puteri, se pot determina rapoartele cuplurilor motoare in cele doud
cazuri considerate (cazul ideal n=1 si cazul real n<7) [16] [17].

3.1.Cazul ideal - neglijarea pierderilor de putere din angrenaj (n=1)

M 0 .
MmoaIZMm,,o)Z:M—mr:m—;:z (17)
m
2
ﬂ:(k_lj 2 =k, = ki (18)
k]r kIr

3.2.Cazul real - neglijarea pierderilor de putere din angrenaj (n<I)

o,

(19)

M
M 07 =My = —1 =

i
M, om n
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- (cazul real n#0)
2 2 2
k k i i
k_]:(k_]j — = k]r:k]_g (20)
Ir Ir n n

4. STUDIU DE CAZ 1. CALCULUL CONSTANTELOR ELASTICE
ECHIVALENTE PENTRU UN ECHIPAMENT TRANSPORTOR CU BANDA
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Fig. 5 Sistem de antrenare transportor cu banda - model dinamic [1]

Se considera transportorul cu banda din figura 4, care este modelat dinamic ca in
figura 5, schema lantului de transmitere a miscarii de la motor la banda transportoare cotinand
roti dintate (2, 3, 4, 5, 6, 7) si arbori elastici (de rigiditati ki, k2, k3, ka), rotirile elementelor
sistemului fiind notate cu ¢; i = 1,8 . rapoartele de transmitere si randamentele mecanice ale

celor trei trepte de reducere sunt cunoscute:

eangrenajul 2-3 i1, N1
eangrenajul 4-5 i2, N2
eangrenajul 6-7 i3, M3
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4.1.Constantele elastice echivalente la arborele motor

Fig. 6 Sistem echivalent/redus la arborele motor (viteza unghiulara 1)

In figura 6 este prezentat sistemul elastic redus la arborele motor iar in tabelul I sunt
trecute expresiile de calcul ale constantelor elastice echivalente. Se observa ca, in cazul in
care se iau in considerare pierderile din angrenaje prin intermediul randamentelor mecanice,
constantele elastice echivalente au valori mai mari decat in cazul ideal (n=I); in acest fel,
arborii de transmitere a miscarii sunt mai rigizi, in regim dinamic valorile pulsatiilor proprii

fiind mai ridicate [18].
ol (p@ “4

o 20 %lge, %bge,

Fig. 7 Sistem echivalent/redus la arborele organului de lucru (viteza unghiulara )

4.2.Constantele elastice echivalente la arborele motor

kl r k2r k3r k4
®

In figura 7 este prezentat sistemul elastic redus la arborele organului de lucru iar in
tabelul 2 sunt trecute expresiile de calcul ale constantelor elastice echivalente. Ca si in cazul
reducerii la arborele motorului de antrenare, constantele elastice echivalente au valori mai
mari dacd se iau 1n considerare randamentele mecanice (n<1I).

Tabel 1 Tabel 2
Constanta elastica echivalenta Constanta elastica echivalenta
Cazul ideal n=1 Cazul real n</ Cazul ideal n=1 | Cazul real n<I
k ky i
kor=—% kar=>% ks, =ksi ksr = k3i2
9 mn; n3
k k 2.2
k3r:_3 ks =3 o = koili2 ko = foy 1312
2.2 r— 2.2 2 2 2r = K2131) 2r 2
iji3 i7iamim3 : nin?
k k 1222
kyr = : ky =i k kaiZiZi? k. =k, 221
.2.2.2 r—.2.2.2 2 2 2 Ir = Kpi3121] Ir 1
Iyi2i3 URPLERIVRIVAIE; ' nfnénf
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Calculul rigiditatilor echivalente in sistemele de transmisie cu arbori elastici
- (cazul real n#0)

5. STUDIU DE CAZ 2. CONSTANTELE ELASTICE ECHIVALENTE PENTRU
SISTEME DE TRANSMITERE A MISCARII CU RAMIFICATII
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Fig. 8 Sistem de transmitere si transformare a miscarii cu ramificatie

Se considera transmisia din figura 8a cu ramificatie la roata 2, fluxul energetic
transmitdndu-se de la arborele motor I cétre cele doud organe de lucru situate pe arborii III si
V. Cunoscandu-se caracteristicile elementelor transmisiei, se face reducerea la arborele motor,
in figura 8b fiind schema de calcul echivalenta. Expresiile analitice ale rigidit['ilor echivalente
sunt trecute 1n tabelul 3.

Tabel 3
: k k k k
Cazul ideal ks, = _22 ks, = ‘2..?2 kygy = _g ks, = ‘2..52
n=I ] iii3 3 1314
Cazul real ko = kZ ke = k3 k, = k4 ke = k5
2r =73 2 3r =722 22 r="3 5 5r =722 2 2
n<t iimi i7i3MIn3 i3M3 i3igM3My

6. CONCLUZII

Metodele de calcul si expresiile analitice obtinute pentru rigiditatile echivalente ale
arborilor elastici din sistemele de transmitere si transformare ale miscarii sunt utile in studiile
dinamice ale sistemelor mecanice elastice nDOF (analizd modala, raspuns dinamic in regim
fortat), precum si in calculele ingineresti de verificare si dimensionare.
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