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Rezumat: Articolul prezinta studiul dinamic al unui solid-rigid modelat ca un sistem mecanic
cu sase grade de libertate (6DOF), perturbat de diverse tipuri de forte si cupluri armonice.
Considerand diverse tipuri de simetrii structurale, modelul matematic al dinamicii sistemului
devine mai simplu, deci mai usor de studiat. In cazul in care rezemarea elasticd este realizatd
in planul orizontal al centrului de greutate al solidului-rigid, modelul matematic devine si mai
simplu, vibratiile fiind decuplate in subsisteme cu migcari cuplate.

Cuvinte cheie: solid-rigid, 6 grade de libertate dinamicd, simetrii structurale, decuplarea
migcarilor, vibratii fortate armonice

Abstract: The article proposes a dynamic study of a rigid-body modeled as a 6DOF
mechanical system, perturbated by some types of harmonical forces and couples. Some kind of
symmetries of the physical model get to a simplified mathematical model, which is more easily
to solve. If the solid-body is supported on the foundation by four elastic bearings which make a
plane through the center of gravity, the mathematical model becomes still simple and the
vibrations are uncoupled.

Keywords: solid-body, 6DOF, structural symmetries, decoupled movements, steady-state
harmonic vibration

1. INTRODUCERE. MODELUL SOLIDULUI-RIGID 6DOF

Sistemul ecuatiilor diferentiale de miscare ale solidului rigid cu legaturi vasco-elastice

are sase ecuatii cuplate elastic gi vascos [1] [2] [3]. Sub forma matriciala acest sistem se scrie:
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AG+Bg+Cq=f (1)
Considerand solidul-rigid ca avand numai legdturi vasco-elastice liniare, sistemul de
ecuatii diferentiale liniare (1) se poate scrie explicit in deplasarile g = (X Y. Z,0,,0 y,(pz),

legate de axele centrale si principale, prin intermediul matricilor caracteristice [4] [5] [6] [7]

[8] [9] [10]:

P matricea de inertie

m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0
A= (2)
0 0 0 J, 0 0
00 0 0 J, 0
000 0 0 J.|
P matricea de amortizare
| Xk 0 0 0 X)) “Xepyi ]
0 2Cjy 0 —2.C)y7) 0 2.CpXj
B 0 0 2.Cjz 2.Cpy; —2.Cj X 0 3)
Bl 0 -Zepr Zeny ch5+%ﬂﬁ ~2.Cj XY —2C N
D¢z 0 =Xepxj  —XcpXpy; Zcﬂ@+%ﬂﬁ ~2.Cjx )2
mLCpVj XN 0 —2C iy —2CixY jZj Z%ﬂfﬁyﬁl
P matricea de rigiditate
[ ki 0 0 0 2 kixzi — 2 kixi
0 2kiy 0 =2 kiyz; 0 2 kiyx;
co 0 0 2k 2 kizyi -2 kix; 0 (4)
= 0 —Ykiyzi  Xkiyi Z(kiyziz + ki v} ) =2 kizx;y; =2 kiyzix;
2 kixzi 0 =2 kizx; =2 kizX; i > kizxi2 + kixZi2 -2 kixyizi
|~ 2k yi zkiyxi 0 - zkiyzixi -2 kiyizi Z(kixJ’iZ + kiyxi2 A

Daca se considerd cd legaturile sunt elastice sau cvasielastice, ecuatia diferentiala
matriciald a vibratiilor fortate ale solidului-rigid se scrie [11] [12] [13] [14]:

AGg+Cq=f

)

Pentru analiza modurilor proprii de vibratie ale solidului-rigid cu legaturi elastice
liniare, ecuatia diferentiala matriciala devine [15] [16] [17] [18]:

Aj+Cq=0
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Analitic, sistemul matricial (6) se poate scrie [19]:

mX + XY ke + @ Y kinzi =0, Y ki y; =0

mY +Y Y ki =0y X ki zi + 9, kipx; =0

mZ+ZY kiz + 0y Y kizyi =0, Y kizx; =0
Sy =Y kiyzi + Z3 ki yi + 9,2 kiyzi2 + kiz)’f)v—(Pkaizxiyi =0 2 kiyzix; =0
J @y + XX kjvzi = Z3 kinX; — 0 2 kizx; i + 0,2 ko + k2 |- 0, ki vizi =0
o0, = XX ki yi + Y 2 ki x; — @y Dkiyzix; =9, ki yizi + 9.2 ki y? +kiyxi2 =0

(7

Sistemele (1) (5) (6)/(7) sunt dificil de rezolvat analitic sau folosind formalismul
matricial, din urmatoarele motive:
-volumul de calcule este foarte mare;
-ecuatia pulsatiilor proprii este de tip polinomial de ordinul sase;
-expresiile parametrilor dinamici sunt foarte complicate; se evidentiaza foarte dificil influenta
caracteristicilor masice, dimensionale si vasco-elastice, precum si a factorilor perturbatori
(amplitudine, pulsatie).

Pentru usurinta abordarii si rezolvarii analitice a modelului sistemului vibrant se vor
impune anumite conditii dimensionale si de structurd pentru acesta, care sd duca la decuplarea
sistemului de ecuatii in subsisteme mai simple si usor de integrat.

2. MODELUL DINAMIC AL SOLIDULUI-RIGID CU AXA VERTICALA DE
SIMETRIE

Se considera solidul-rigid cu o axa verticald de simetrie (Cz), rezemat elastic in patru
puncte, ca in figura 1. Simetria rigidului constd in simetria de distributie masicd, simetria
dimensionala si simetria legaturilor (constante elastice, pozitionare).
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Fig. 1 Modelul solidului-rigid cu axa verticald de simetrie [13] [14]
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Datorita simetriilor mentionate, in ipoteza pozitionarii centrului de greutate in planul
format de punctele de reazem (4=0), termenii de cuplaj din matricea de rigiditate se anuleaza,
aceasta devenind diagonala:

4k, 0 0 0 0 0
0 4k, 0 0 0
0 0 4k, 0 0 0
€=lo 0 0 @k 0 0 ®
0o 0 0 0  4d’k, 0
0o 0 0 0 0 4(a2ky +b2kx)

Deoarece axele de coordonate sunt centrale i principale, matricea de inertie este
diagonala

m 0 0 0 0 0

0 m 0 0 0 0
a=| 00 0O O G mmmd ] 9)
1o 0 0 J, 0 0 N A

000 0 J, 0

00 0 0 0 J.|

miscarile rigidului decuplandu-se dupa cele sase coordonate X, ¥, Z, ¢, ¢, ¢-.

Pulsatiile proprii ale miscarilor decuplate sunt:

k
Pr=px =2\

m

k
pr=py =24~

S|

p3=pz=2
[k b [k , (10)
p4:p(px:2b J_ZZZZ._ ;Z
X X
k a |k
P5 =P, =2a /J—Z=2i— ;Z
y y

a’k, +b%k, 2 |a’k, +b%k,
P6=Pp, =2 ——————="\————
z J, i, m

unde iy, iy §i i- sunt razele de inertie axiale ale rigidului.
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3. MODELUL DINAMIC AL SOLIDULUI-RIGID CU PLAN VERTICAL
LONGITUDINAL DE SIMETRIE

Se considera rigidul cu un plan vertical-longitudinal de simetrie (yCz) rezemat elastic
in patru puncte [19] [20] [21] (figura 2).
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Fig. 2 Modelul solidului-rigid cu plan vertical-longitudinal de simetrie [19]

Considerandu-se ca rigidul este rezemat intr-un plan ce trece prin centrul sdu de
greutate, o parte a termenilor de cuplaj din matricea de rigiditate se anuleaza; astfel, se obtine
forma mai simpla a acesteia, dupd cum urmeaza:

[ 4k, 0 0 0 0 ~ 2k, (b3 —b,)
0 4k, 0 0 0 0
€= g g 2k (Zkz—b ) jlfle? _bZZ)) ; ; (1
2\b3—=by) 2k \b3 +b3) 0 0
0 0 0 0 4a’k, 0
~2k.(b;—-by) 0 0 0 0 2[2a2ky +h, (b22 +b3 )]

Datoritd formei diagonale a matricii de inertie, vibratiile sistemului se decupleaza in
patru subsisteme: (X,9,), (Z,0,), (Y), ((py).

Pentru fiecare subsistem decuplat, pulsatiile proprii corespunzitoare au expresiile
analitice dupa cum urmeaza:
a)pentru vibratiile cuplate de derapare si de giratie (X , P Z):

P12 = \/é{(ﬁg( +P(|2,Z )1\/(.05( —qu)z )+4a1a2} ) (12)
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unde:
ka(b3—bz) _ ka(bs—bz)
m J

z

. :2\/% o :\/2[2a2ky +ka(b22+b32)J

z

oy =—

b)pentru vibratiile cuplate de siltare si de galopare (Z , P x):

P3,4=\/[(Pz +P ) \/(P +4B1B2}’ (13)

unde:
B]IZkZ(b3_b2) B2:2kz(b3_b2)
m Jy
k. 2k p3 + 3]
Pz =2.—= p(Px =
m Jy

c)pentru vibratiile decuplate de inaintare (Y ):

ky
D5 =Py =24— (14)
m

d)pentru vibratiile decuplate de leganare ((p y ):

—po =2a |k _4 (15)
P6 = Po Pz
g Jy iy

4. VIBRATIILE FORTATE ALE RIGIDULUI CU SIMETRIIL. FORTELE
PERTURBATOARE GENERALIZATE

Se considera ca rigidul este supus unor solicitari dinamice deterministe (excitatii
armonice). Parametrii dinamici ai raspunsului sistemului sunt amplitudinile miscarilor dupa
cele sase “directii” deoarece miscdrile sunt in fazd/antifazd cu perturbatiile in absenta
amortizarilor.

Pentru determinarea formei fortelor generalizate corespunzatoare celor 6 coordonate
generalizate se considera modelul fizic din figura 3a). Pentru simplitate, au fost luate in
consideratie tipurile de perturbatii cele mai intdlnite in actiondrile masinilor si utilajelor
tehnologice:

-forte excentrice verticale (F7) si longitudinale (Fy);
-cupluri de tangaj (Mx) si de ruliu (My).

In figura 3b) este prezentat modelul solidului-rigid perturbat de o fort inclinati intr-
un plan vertical-longitudinal (F), deoarece este cazul tipic de actionare a unei clase largi de
utilaje cu actiune vibranta (alimentatoare, transportoare, ciururi).

134



Dinamica solidului rigid 6DOF cu simetrii structurale rezemat elastic. Analiza vibratiilor
fortate n regim stabilizat

1 | e
,L/; | i
E:1“/| : l i
i - 1 : : F}r
— o il ;
p— (RN [P N —
w2,
LOSEAIM, =]
< 2 /, q
}/ |
é i Aoy
a) b)

Fig. 3 Tipuri de solicitari dinamice ce actioneaza asupra solidului-rigid cu simetrii [22] [23]

Pentru determinarea formei fortelor perturbatoare generalizate se considera pe rand
cate o perturbatie dintre cele din figurile 3; in cazul in care actioneazd mai mul{i factori
perturbatori se considera ca este valabil principiul suprapunerii efectelor, modelul considerat
fiind liniar iar perturbatiile sinfazice (in lipsa amortizarilor).

in tabelul 1 sunt date expresiile vectorilor fortelor generalizate corespunzitoare
perturbatiilor din figurile 3, unde @ este pulsatia perturbatiilor.

Tabelul 1
Perturbatie Vectorul fortelor generalizate perturbatoare
Moment de tangaj (galopare) f T (0,00, M, sinot,0,0]
Moment de ruliu (leganare) S T- [0,0,0,0,M 0y Sin cot,O]
Forta verticala excentrica /:’ T [O,O,FO 2 Sinot,e, Fy; sinot,—e; Fy, sin (Dt,O]
Forta longitudinala excentrica £ T [O,FO y sinot0—e Fy, sinot0,e,Fy,, sin mt]
Fortd inclinatd in plan vertical-| T [ . * . . ] .
e =0,F, cosa,F, sina,e, Fy sino,—e, Fy sino,e, Fy cos a|sin ot
longitudinal i 0 ° yro x20 x0

S. VIBRATIILE FORTATE ALE SOLIDULUI-RIGID CU SIMETRII

Se noteaza:

B=Fj, +Fycosa

C=Fy, +Fysina

D=M0x+eyFOZ—eZF0y+e;F0sin0L (16)
E=M, —ejfy, —e Fysina

G =ey [y, +efycosa
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5.1. Vibratiile fortate ale solidului-rigid cu axa verticala de simetrie

Deoarece toate cele sase migcari ale rigidului cu axad verticald de simetrie sunt
decuplate (a se vedea consideratiile de la §2), determinarea amplitudinilor vibratiilor fortate
este relativ simpld pentru rigidul cu o axa verticald de simetrie [24] [25]. In tabelul 2 sunt date
expresiile amplitudinilor vibratiilor fortate dupd cele sase “directii” 1n cazul actionarii
simultan a tuturor celor 5 tipuri de perturbatii (sincrone si sinfazice).

Tabelul 2 Tabelul 3
Directie Amplitudine Directie Amplitudine
X Ay =0 X oA
X = 2
i o hzw)
B

Y Y AY - 2 2

mps —
- wzk BzD

arrEy rEy
__ D b
Px A(px in ZX —(02) Px x J(p(pZ3 _(D 2)ip4 ](D )
R
» ’ Jy(P(Zpy —mzj i oy ZT(PZ——@Z)

A, = 2G 2 (‘OX (DZ)G
JZ(;%“D) S A ) ey

5.2. Vibratiile fortate ale solidului-rigid cu plan vertical de simetrie

m‘;;y—co )
C
z AZ=‘(p2—2) z
mpz —®
¢

Ecuatiile diferentiale ale vibratiilor fortate sunt:
a)pentru vibratiile cuplate de derapare si de giratie (X, ):

mX + 4k X — 2k, (b3 = by )p, =0

17
{JZ(pZ—ka(b3—b2)X+22a2ky+kx(b22+b32)}pzzG (1n

b)pentru vibratiile cuplate de séltare si de galopare (Z O ):

{ mZ +4k,Z + 2k, (b; — b, Jp, =C 18)
J

by + 2k, (b3 —by)Z + 2k, \b3 + b3 Jp, =D

c)pentru vibratiile decuplate de inaintare (¥):

mY +4k,Y = B (19)
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d)pentru vibratiile decuplate de leganare ((p y ):
. 2
Jyo, +4a"k,9, =FE (20)

Amplitudinile vibratiilor fortate ale rigidului cu simetrie dupa planul vertical
longitudinal sunt date in tabelul 3, unde p;, p,, p3, ps. ps $i pg sunt pulsatiile proprii ale

miscarilor subsistemelor decuplate (cu miscari cuplate), iar py, py, pz., Po,> Py, si Po,

sunt pulsatiile proprii ale miscarilor necuplate.
6. CONCLUZII

In multe situatii practice, masinile si utilajele folosite in diverse fluxuri tehnologice au
diverse particularitati referitoare la simetriile dimensionale, masice si de rezemare dupa plane
verticale. Modelarea si studiul modelelor cu simetrii sunt facilitate prin simplificarea matricii
de rigiditate, care duce la decuplarea ecuatiilor diferentiale de miscare in subsisteme mai
simplu de rezolvat pe cale analitica. Cu cat simetria este mai pronuntata, cu atat decuplarea se
face 1n subsisteme mai simple; in plus, daca rezemarea se face in planul orizontal al centrului
de masa al rigidului au decuplari mai evidente ale miscarilor rigidului, ce pot conduce la sase
vibratii independente dupa cele sase directii considerate.

Studiul conduce la obtinerea unor relatii analitice ce pun in evidentd influenta
diversilor parametri asupra formei modurilor proprii de vibratie (pulsatii proprii, vectori
proprii), cat si asupra parametrilor dinamici ai vibratiilor fortate; aceste relatii pot fi folosite in
faza de proiectare pentru optimizarea parametrilor tehnologici la masinile cu actiune vibranta
sau pentru reducerea nivelului de vibratii ddundtoare transmise diverselor subansamble ale
maginii, precum si mediului prin intermediul suportilor de sprijin sau fundatiei.
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