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Rezumat: Articolul prezintă studiul dinamic al unui solid-rigid modelat ca un sistem mecanic
cu şase grade de libertate (6DOF), perturbat de diverse tipuri de forțe și cupluri armonice. 
Considerând diverse tipuri de simetrii structurale, modelul matematic al dinamicii sistemului
devine mai simplu, deci mai uşor de studiat. În cazul în care rezemarea elastică este realizată
în planul orizontal al centrului de greutate al solidului-rigid, modelul matematic devine şi mai
simplu, vibrațiile fiind decuplate în subsisteme cu mişcări cuplate.
Cuvinte cheie: solid-rigid, 6 grade de libertate dinamică, simetrii structurale, decuplarea
mişcărilor, vibraţii forţate armonice

Abstract: The article proposes a dynamic study of a rigid-body modeled as a 6DOF 
mechanical system, perturbated by some types of harmonical forces and couples. Some kind of 
symmetries of the physical model get to a simplified mathematical model, which is more easily
to solve. If the solid-body is supported on the foundation by four elastic bearings which make a
plane through the center of gravity, the mathematical model becomes still simple and the 
vibrations are uncoupled.
Keywords: solid-body, 6DOF, structural symmetries, decoupled movements, steady-state 
harmonic vibration

1. INTRODUCERE. MODELUL SOLIDULUI-RIGID 6DOF

Sistemul ecuaţiilor diferenţiale de mişcare ale solidului rigid cu legături vâsco-elastice
are şase ecuaţii cuplate elastic şi vâscos [1] [2] [3]. Sub formă matricială acest sistem se scrie:
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fqCqBqA         (1) 

 
 Considerând solidul-rigid ca având numai legături vâsco-elastice liniare, sistemul de 
ecuaţii diferenţiale liniare (1) se poate scrie explicit în deplasările  zyx ,,,Z,Y,Xq  , 

legate de axele centrale şi principale, prin intermediul matricilor caracteristice [4] [5] [6] [7] 
[8] [9] [10]: 
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►matricea de rigiditate 
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 Dacă se consideră că legăturile sunt elastice sau cvasielastice, ecuaţia diferenţială 
matricială a vibraţiilor forţate ale solidului-rigid se scrie [11] [12] [13] [14]: 
 

fqCqA         (5) 

 
 Pentru analiza modurilor proprii de vibraţie ale solidului-rigid cu legături elastice 
liniare, ecuaţia diferenţială matricială devine [15] [16] [17] [18]: 
 

0qCqA         (6) 
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 Analitic, sistemul matricial (6) se poate scrie [19]: 
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 Sistemele (1) (5) (6)/(7) sunt dificil de rezolvat analitic sau folosind formalismul 
matricial, din următoarele motive: 
-volumul de calcule este foarte mare; 
-ecuaţia pulsaţiilor proprii este de tip polinomial de ordinul şase; 
-expresiile parametrilor dinamici sunt foarte complicate; se evidenţiază foarte dificil influenţa 
caracteristicilor masice, dimensionale şi vâsco-elastice, precum şi a factorilor perturbatori 
(amplitudine, pulsaţie). 
 Pentru uşurinţa abordării şi rezolvării analitice a modelului sistemului vibrant se vor 
impune anumite condiţii dimensionale şi de structură pentru acesta, care să ducă la decuplarea 
sistemului de ecuaţii în subsisteme mai simple şi uşor de integrat. 
 
 2. MODELUL DINAMIC AL SOLIDULUI-RIGID CU AXĂ VERTICALĂ DE  
                SIMETRIE 
 
 Se consideră solidul-rigid cu o axă verticală de simetrie (Cz), rezemat elastic în patru 
puncte, ca în figura 1. Simetria rigidului constă în simetria de distribuţie masică, simetria 
dimensională şi simetria legăturilor (constante elastice, poziţionare). 
 

 
 

Fig. 1 Modelul solidului-rigid cu axă verticală de simetrie [13] [14] 
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 Datorită simetriilor menţionate, în ipoteza poziţionării centrului de greutate în planul 
format de punctele de reazem (h=0), termenii de cuplaj din matricea de rigiditate se anulează, 
aceasta devenind diagonală: 
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 Deoarece axele de coordonate sunt centrale şi principale, matricea de inerţie este 
diagonală 
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mişcările rigidului decuplându-se după cele şase coordonate X, Y, Z, x, y, z. 
 
 Pulsaţiile proprii ale mişcărilor decuplate sunt: 
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unde ix, iy şi iz sunt razele de inerţie axiale ale rigidului. 
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 3. MODELUL DINAMIC AL SOLIDULUI-RIGID CU PLAN VERTICAL  
               LONGITUDINAL DE SIMETRIE 
 
 Se consideră rigidul cu un plan vertical-longitudinal de simetrie (yCz) rezemat elastic 
în patru puncte [19] [20] [21] (figura 2). 
 

 
 

Fig. 2 Modelul solidului-rigid cu plan vertical-longitudinal de simetrie [19] 
 
 Considerându-se că rigidul este rezemat într-un plan ce trece prin centrul său de 
greutate, o parte a termenilor de cuplaj din matricea de rigiditate se anulează; astfel, se obţine 
forma mai simplă a acesteia, după cum urmează: 
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 Datorită formei diagonale a matricii de inerţie, vibraţiile sistemului se decuplează în 
patru subsisteme:  z,X  ,  x,Z  ,  Y ,  y . 

 Pentru fiecare subsistem decuplat, pulsaţiile proprii corespunzătoare au expresiile 
analitice după cum urmează: 
a)pentru vibraţiile cuplate de derapare şi de giraţie  z,X  : 
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unde: 
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b)pentru vibraţiile cuplate de săltare şi de galopare  x,Z  : 
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c)pentru vibraţiile decuplate de înaintare  Y : 
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d)pentru vibraţiile decuplate de legănare  y : 
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 4. VIBRAŢIILE FORŢATE ALE RIGIDULUI CU SIMETRII. FORŢELE  
                PERTURBATOARE GENERALIZATE 
 
 Se consideră că rigidul este supus unor solicitări dinamice deterministe (excitaţii 
armonice). Parametrii dinamici ai răspunsului sistemului sunt amplitudinile mişcărilor după 
cele şase “direcţii” deoarece mişcările sunt în fază/antifază cu perturbaţiile în absenţa 
amortizărilor. 
 Pentru determinarea formei forţelor generalizate corespunzătoare celor 6 coordonate 
generalizate se consideră modelul fizic din figura 3a). Pentru simplitate, au fost luate în 
consideraţie tipurile de perturbaţii cele mai întâlnite în acţionările maşinilor şi utilajelor 
tehnologice: 
-forţe excentrice verticale (Fz) şi longitudinale (Fy); 
-cupluri de tangaj (Mx) şi de ruliu (My). 
 În figura 3b) este prezentat modelul solidului-rigid perturbat de o forţă înclinată într-
un plan vertical-longitudinal (F), deoarece este cazul tipic de acţionare a unei clase largi de 
utilaje cu acţiune vibrantă (alimentatoare, transportoare, ciururi). 



Dinamica solidului rigid 6DOF cu simetrii structurale rezemat elastic. Analiza vibraţiilor 
forţate în regim stabilizat 

135 

 

 

 

 
a)  b) 

Fig. 3 Tipuri de solicitări dinamice ce acţionează asupra solidului-rigid cu simetrii [22] [23] 
 
 Pentru determinarea formei forţelor perturbatoare generalizate se consideră pe rând 
câte o perturbaţie dintre cele din figurile 3; în cazul în care acţionează mai mulţi factori 
perturbatori se consideră că este valabil principiul suprapunerii efectelor, modelul considerat 
fiind liniar iar perturbaţiile sinfazice (în lipsa amortizărilor). 
 În tabelul 1 sunt date expresiile vectorilor forţelor generalizate corespunzătoare 
perturbaţiilor din figurile 3, unde  este pulsaţia perturbaţiilor. 

Tabelul 1 
Perturbaţie Vectorul forţelor generalizate perturbatoare 

Moment de tangaj (galopare)  0,0,tsinM,0,0,0f x0   

Moment de ruliu (legănare)  0,tsinM,0,0,0,0f y0   

Forţă verticală excentrică  0,tsinFe,tsinFe,tsinF,0,0f z0x1z0yz0   

Forţă longitudinală excentrică  tsinFe,0,tsinFe,0,tsinF,0f y0x2y0zy0   

Forţă înclinată în plan vertical-
longitudinal 

  tsincosFe,sinFe,sinFe,sinF,cosF,0f 0x0x0
*
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 5. VIBRAŢIILE FORŢATE ALE SOLIDULUI-RIGID CU SIMETRII 
 
 Se notează: 
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 5.1. Vibraţiile forţate ale solidului-rigid cu axă verticală de simetrie 
 
 Deoarece toate cele şase mişcări ale rigidului cu axă verticală de simetrie sunt 
decuplate (a se vedea consideraţiile de la §2), determinarea amplitudinilor vibraţiilor forţate 
este relativ simplă pentru rigidul cu o axă verticală de simetrie [24] [25]. În tabelul 2 sunt date 
expresiile amplitudinilor vibraţiilor forţate după cele şase “direcţii” în cazul acţionării 
simultan a tuturor celor 5 tipuri de perturbaţii (sincrone şi sinfazice). 
 

Tabelul 2  Tabelul 3
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 5.2. Vibraţiile forţate ale solidului-rigid cu plan vertical de simetrie 
 
 Ecuaţiile diferenţiale ale vibraţiilor forţate sunt: 
a)pentru vibraţiile cuplate de derapare şi de giraţie  z,X  : 
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b)pentru vibraţiile cuplate de săltare şi de galopare  x,Z  : 
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c)pentru vibraţiile decuplate de înaintare  Y : 
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d)pentru vibraţiile decuplate de legănare  y : 
 

Eka4J yz
2

yy          (20) 

 
 Amplitudinile vibraţiilor forţate ale rigidului cu simetrie după planul vertical 
longitudinal sunt date în tabelul 3, unde 1p , 2p , 3p , 4p , 5p  şi 6p  sunt pulsaţiile proprii ale 

mişcărilor subsistemelor decuplate (cu mişcări cuplate), iar Xp , Yp , Zp , 
x

p , 
y

p  şi 
z

p  

sunt pulsaţiile proprii ale mişcărilor necuplate. 
 
 6. CONCLUZII 
 
 În multe situaţii practice, maşinile şi utilajele folosite în diverse fluxuri tehnologice au 
diverse particularităţi referitoare la simetriile dimensionale, masice şi de rezemare după plane 
verticale. Modelarea şi studiul modelelor cu simetrii sunt facilitate prin simplificarea matricii 
de rigiditate, care duce la decuplarea ecuaţiilor diferenţiale de mişcare în subsisteme mai 
simplu de rezolvat pe cale analitică. Cu cât simetria este mai pronunţată, cu atât decuplarea se 
face în subsisteme mai simple; în plus, dacă rezemarea se face în planul orizontal al centrului 
de masă al rigidului au decuplări mai evidente ale mişcărilor rigidului, ce pot conduce la şase 
vibraţii independente după cele şase direcţii considerate. 
 Studiul conduce la obţinerea unor relaţii analitice ce pun în evidenţă influenţa 
diverşilor parametri asupra formei modurilor proprii de vibraţie (pulsaţii proprii, vectori 
proprii), cât şi asupra parametrilor dinamici ai vibraţiilor forţate; aceste relaţii pot fi folosite în 
faza de proiectare pentru optimizarea parametrilor tehnologici la maşinile cu acţiune vibrantă  
sau pentru reducerea nivelului de vibraţii dăunătoare transmise diverselor subansamble ale 
maşinii, precum şi mediului prin intermediul suporţilor de sprijin sau fundaţiei. 
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