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  Analiza  regimului  dinamic  de  funcţionare  a  maşinilor  şi  utilajelor  tehnologice  cu 
acţiune vibrantă sau a celor la care solicitările dinamice deterministe sau aleatoare rezultă din 
procesul de obţinere sau transmitere a mişcării constă în determinarea răspunsului sistemului 
funcţie de caracteristicile sale structurale, precum şi de cele ale legăturilor sale cu structura.

  Determinarea  forţelor  dinamice  transmise  de  către  maşinile  şi  utilajele  tehnologice 
staţionare  structurii  este  utilă  în  procesul  de  proiectare  a  elementelor  de  legătură  (arcuri 
elastice, amortizoare din cauciuc, etc.), precum şi a fundaţiilor sau pieselor de susţinere.
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Rezumat: Articolul stabilește expresiile forțelor transmise fundației de către solidul-rigid cu
legături elastice, perturbat de unele tipuri de forțe armonice şi/sau momente mecanice 
armonice. Cu expresiile deformărilor și deplasărilor suporţilor solidului-rigid și a 
amplitudinilor vibrațiilor forțate, se obține relaţiile generale de calcul ale forțelor transmise.
Cuvinte cheie: solid-rigid cu simetrii structurale, mişcăril decuplate, vibraţii forţate armonice,
forţe transmise fundaţiei

Abstract: The article establish the expressions of the transmitted forces to the foundation by the
rigid-body with elastic bearings, perturbated by some types of harmonic forces and/or 
harmonic mechanical torques. With the expressions of deformations and movements of the
solid-body’s supports and the forms of the forced vibrations amplitudes, it obtains the formula
of transmitted forces.
Keywords: solid-body with structural symmetries, decoupled movements, steady-state 
harmonic vibration, transmitted forces to the foundation

1. INTRODUCERE. MODELAREA FORŢELOR TRANSMISE FUNDAŢIEI 
PRIN INTERMEDIUL LEGĂTURILOR VÂSCO-ELASTICE
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Fig. 1 Legătură elastică triortogonală [1] [3]  Fig. 2 Legătură vâscoasă triortogonală [1] [3] 
 
 Pentru stabilirea mărimii forţelor transmise structurii de către rigidul cu legături vâsco-
elastice, se consideră modelul cu n legături elastice şi m legături vâscoase [1] [2] [3] [4] [5]. 
 Se consideră că legăturile sunt triortogonale ca în figurile 1 şi 2 (în care sunt precizate 
şi caracteristicile elastice şi de amortizare după cele trei axe). Se alege un sistem central şi 
principal de axe Oxyz; coordonatele generalizate ce descriu poziţiile oricărui punct al rigidului 

sunt  zyx ,,,Z,Y,X  . Pentru punctele Mi de coordonate   n,1iz,y,x iii   faţă de 

sistemul local Oxyz în care se găsesc legăturile elastice triortogonale cu rigidităţile 
 iziyixi k,k,kk , deformaţiile după cele 3 direcţii sunt [6] [7] [8] [9]: 
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 Forţa transmisă structurii prin legătura elastică din punctul Mi are expresia: 
 

kukjukiukF iziziyiyixix
e

i        (2) 

 
 Mărimea forţei elastice este: 
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 Pentru punctele Nj de coordonate   m,1jz,y,x jjj   faţă de sistemul local Oxyz în 

care se găsesc legăturile vâscoase triortogonale cu coeficienţii de amortizare  jzjyjxj c,c,cc , 

deplasările au expresii similare celor date de (1), iar vitezele de deformaţie ale elementelor 
disipative au forma generală [10] [11] [12] [13]: 
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 În acest caz, forţele transmise structurii prin intermediul elementelor vâscoase au 
expresiile vectoriale: 
 

kvcjvcivcF jzjzjyjyjxjx
v
j        (5) 

 
 Mărimile forţelor vâscoase sunt după cum urmează: 
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j vcvcvcF       (6) 

 
 

 

 

 
   

Fig. 3 Solid-rigid cu axă verticală 
de simetrie [1] [3] 

 
Fig. 4 Solid-rigid cu plan vertical-longitudinal de 

simetrie [1] [3] 
 
 
 2. FORŢELE DINAMICE TRANSMISE STRUCTURII DE CĂTRE RIGIDUL  
                CU O AXĂ VERTICALĂ DE SIMETRIE 
 
 Perturbaţiile sau vibraţiile tehnologice care acţionează asupra celor mai multe dintre 
maşinile şi utilajele tehnologice sunt de natură inerţială. Deoarece pulsaţiile solicitărilor 
dinamice deterministe sunt mult superioare pulsaţiilor proprii ale maşinilor, amortizările nu au 
o influenţă majoră asupra mărimii amplitudinilor vibraţiilor forţate, asfel încât se poate 
aprecia că rigidul cu legături elastice este suficient de precis pentru a modela fizic multe 
dintre maşinile şi utilajele staţionare din industriile de proces. 
 Se consideră modelul fizic al unui rigid cu o axă de simetrie verticală rezemat elastic 
în patru puncte ca în figura 3. Particularizând h=0 se obţine cazul rigidului rezemat în planul 
orizontal al centrului de greutate. 
 În această consideraţie, coordonatele punctelor de legătură sunt: 
  M1(a, b, 0) 
  M2(-a, b, 0) 
  M3(-a, -b, 0) 
  M4(a, -b, 0) 
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 Vibraţiile forţate ale rigidului cu legături elastice din figura 3 supus unor diverse tipuri 
de perturbaţii deterministe sunt armonice, forţele generalizate corespunzătoare solicitărilor 
dinamice armonice fiind date în tabelul 1 [14] [15], iar expresiile amplitudinilor fiind date în 
tabelul 2 [16] [17]. 
 

Tabelul 1 
Perturbaţie Vectorul forţelor generalizate perturbatoare 

Moment de tangaj (galopare)   tsin0,0,M,0,0,0f T
x0   

Moment de ruliu (legănare)   tsin0,M,0,0,0,0f T
y0   

Forţă verticală excentrică   tsin0,Fe,Fe,F,0,0f T
z0x1z0yz0   

Forţă longitudinală excentrică   tsinFe,0,Fe,0,F,0f T
y0x2y0zy0   

Forţă înclinată în plan vertical-
longitudinal 

  tsincosFe,sinFe,sinFe,sinF,cosF,0f
T

0x0x0
*
yoo   

 
Tabelul 2 

Direcţie Amplitudine 

X 0AX   

Y  22
Y

Y
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B
A




 

Z  22
Z

Z
pm
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


 

x  22
x x

x pJ

D
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


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
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


22

y y

y
pJ
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A

 

z  22
z z

z pJ

G
A







 
unde:  cosFFB 0y0  

  sinFFC 0z0  

  sinFeFeFeMD 0
*
yy0zz0yx0  

  sinFeFeME 0xz0x1y0  

  cosFeFeG 0xy0x2  

 
 Deoarece se presupun legături elastice ale rigidului cu structura, vibraţiile forţate ale 
acestuia sunt în fază/antifază cu factorii excitatori. Din acest motiv deformaţiile triortogonale 
ale elementelor elastice sunt fazice/antifazice cu perturbaţiile. În aceste ipoteze deformaţiile 
legăturilor după cele trei direcţii îşi ating valorile maxime în acelaşi momente de timp, 
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momente în care şi forţele elastice din legături sunt maximale. Aceste valori maxime ale 
forţelor elastice se obţin prin multiplicarea deformaţiilor triortogonale ale legăturilor cu 
rigidităţile corespunzătoare [18]. 
 Pentru tipurile de excitaţii armonice din tabelul 1 şi expresiile amplitudinilor 
vibraţiilor forţate din tabelul 2, valorile maxime ale forţelor transmise structurii sunt date în 
tabelul 3. 
 

Tabelul 3

Dir. 
Legătură 

M1 M2 M3 M4 

x z
bAAk Xx   

z
bAAk Xx   

z
bAAk Xx   

z
bAAk Xx   

y z
aAAk Yy   

z
aAAk Yy   

z
aAAk Yy   

z
aAAk Yy   

z yx
aAbAAk Zz    

yx
aAbAAk Zz    

yx
aAbAAk Zz    

yx
aAbAAk Zz    

 
 Dacă asupra solidului rigid acţionează numai una dintre perturbaţii, se particularizează 
relaţiile de calcul din tabelul 2 conform expresiilor din tabelul 4. 
 

Tabelul 4

Perturbaţie armonică 
Expresie 

B C D E G 
Moment perturbator de tangaj 

 itsinMiMM x0x   0 0 M0x 0 0 

Moment perturbator de ruliu 

  jtsinMjMM y0y   0 0 0 M0y 0 

Forţă perturbatoare verticală excentrică 

 ktsinFkFF z0z   0 F0z eyF0z -e1xF0z 0 

Forţă perturbatoare longitudinală excentrică 

  jtsinFjFF y0y   F0y 0 -ezF0y 0 e2xF0y 

Forţă perturbatoare înclinată 

   ktsinsinFjtsincosFF 00   F0cos F0sin e*
yF0sin -exF0sin exF0cos 

 
 
 3. FORŢELE DINAMICE TRANSMISE STRUCTURII DE CĂTRE SOLIDUL  
               CU PLAN VERTICAL-LONGITUDINAL DE SIMETRIE 
 
 Pentru solidul-rigid cu un plan de simetrie vertical-longitudinal rezemat elastic în 
patru puncte ca în figura 4, se particularizează h=0, obţinându-se o rezemare în planul 
orizontal al centrului de greutate. 
 Coordonatele punctelor de legătură sunt: 
  M1(a, b3, 0) 
  M2(-a, b3, 0) 
  M3(-a, -b2, 0) 
  M4(a, -b2, 0) 
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 Vibraţiile forţate ale rigidului cu legături elastice din figura 4 supus unor diverse tipuri 
de perturbaţii deterministe sincrone şi sinfazice (conf. tabelului 1) sunt armonice, expresiile 
amplitudinilor fiind date în tabelul 5. 
 Expresiile analitice ale valorilor maxime ale componentelor forţelor transmise 
structurii sunt date în tabelul 6. 
 

Tabelul 5 
Direcţie Amplitudine 

X   22
2

22
1

2
X

ppm

G
A




  

Y  22
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Y
pm

B
A


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Z 
 
  22

4
22

3

2
22

Z
ppm

DCp
A x




 

 

x 
 
  22

4
22

3x

1
22

Z

ppJ

CDp
A

x 


  

y  22
6y pJ

E
A

y 
  

z 
 

  22
2

22
1z

22
X

ppJ

Gp
A

z 


  

unde:  cosFFB 0y0  

  sinFFC 0z0  

  sinFeFeFeMD 0
*
yy0zz0yx0  

  sinFeFeME 0xz0x1y0  

  cosFeFeG 0xy0x2  

 
Tabelul 6

Dir. 
Legătură 

M1 M2 M3 M4 

x x
AbAk 3Xx   

x
AbAk 3Xx   

x
AbAk 2Xx   

x
AbAk 2Xx   

y z
aAAk Yy   

z
aAAk Yy   

z
aAAk Yy   

z
aAAk Yy   

z yx
aAAbAk 3Zz    

yx
aAAbAk 3Zz    

yx
aAAbAk 2Zz    

yx
aAAbAk 2Zz    
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 4. CONCLUZII 
 
1)Modelul matematic obţinut prin liniarizarea ecuaţiilor diferenţiale de mişcare şi forma 
armonică a perturbaţiilor conduc la vibraţii armonice ale rigidului după cele 6 direcţii; 
vibraţiile armonice ale oricărui punct al rigidului rezultă prin compunerea vibraţiilor conform 
relaţiilor (1); 
2)Datorită modelării elastice a legăturilor rigid-structură, vibraţiile tuturor punctelor sunt 
fazice/antifazice cu excitaţiile armonice, ca dealtfel şi deformaţiile elementelor elastice de 
susţinere; 
3)Au fost determinate expresiile maximale ale componentelor forţelor transmise structurii 
pentru cele 2 tipuri de rigid cu simetrii structurale (tabelele 3 şi 6); pentru determinarea 
mărimii maxime a forţelor se foloseşte relaţia (3); 
4)Expresiile componentelor forţelor transmise structurii se pot utiliza în calculul de 
dimensionare şi verificare a elementelor elastice de susţinere a maşinilor şi utilajelor 
staţionare. 
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